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Enoncés

Nombres réels et complexes

Rationnels et irrationnels

Exercice 1 020927 [Correction]
Montrer que la somme d’un nombre rationnel et d’'un nombre irrationnel est un nombre
irrationnel.

Exercice 2 [02093] [Correction]
Montrer que V2 n’est pas un nombre rationnel

Exercice 3 [02094] [Correction]

V2
Calculer ( \2 ‘/i) . En déduire I’existence d’irrationnels a, b > 0 tels que al soit
rationnel.

Exercice 4 [02095] [Correction]
Soit f: Q — Q telle que

Vx,y € Q, fx+y) = f(x) + f(y)

(a) On suppose f constante égale C quelle est la valeur de C ?
On revient au cas général.

(b) Calculer £(0).

(c) Montrer que Vx € Q, f(—x) = —f(x).

(d) Etablir que ¥n € N,Vx € Q, f(nx) = nf(x) et généraliser cette propriété a n € Z.
(e) On pose a = f(1). Montrer que Yx € Q, f(x) = ax.

Exercice 5 024721 [Correction]
Montrer que
1/3 1/3
2 N 41 /5 N 2 41 |5
3 81V3 3 81YV3

est un rationnel. On conseille d’effectuer les calculs par ordinateur.

Exercice 6 [02475]1 [Correction]
Si n est un entier > 2, le rationnel H, = }};_, % peut-il étre entier ?

Exercice 7 1026471 [Correction]
(a) Montrer I’existence et 1’unicité des suites d’entiers (a,),en €t (by,)nen Vérifiant

(1+ \/E)n:a,,+b,,\/§

(b) Calculer a2 — 2b2.
(c) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique p € N* tel que

(1+\/§)n=\/17+\/ﬁ

Exercice 8 [01975] [Correction]
[Trrationalité de r]

(a) Pour a,b € N*, montrer que la fonction polynomiale
1
P,(x) = —x"(bx - a)’
n!

et ses dérivées successives prennent en x = 0 des valeurs entieres.
(b) Etablir la méme propriété en x = a/b
(c) Pour n € N*, on pose

T
Inzf P,(t)sintdt
0

Montrer que I, — O.
(d) En supposant m = a/b, montrer que I,, € Z. Conclure.

Exercice 9 [03668 ] [Correction]
[Irrationalité de " pour r € Q]

(a) Pour a,b € N*, montrer que la fonction polynomiale
1
P,(x) = —x"(bx—a)"
n!

et ses dérivées successives prennent en x = 0 des valeurs entieres.
(b) Etablir la méme propriété en x = a/b

I, = f P,(t)e' dt
0

(d) En supposant e” = p/q avec p,q € N*, montrer que gl,, € Z. Conclure.

(c) Onpose r =a/betpourn € N*

Montrer que I, — O.
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Enoncés

Les nombres réels

Exercice 10 020981 [Correction]
Soit a € [1; +oo[. Simplifier

\/a+2 a—-1+ \/a—2\/m

Exercice 11 [02099] [Correction]
Soit f: R — R une application telle que :

V(x,y) € R%L f(x +y) = f(x) + fO);
V(x,y) € R, f(xy) = f()f();
dx e R,f(x) # 0.

(a) Calculer f(0), f(1)et f(—1).

(b) Déterminer f(x) pour x € Z puis pour x € Q.

(c) Démontrer que Yx > 0, f(x) > 0. En déduire que f est croissante.

(d) Conclure que f = Idg.

Exercice 12 [03404] [Correction]

Soient n € N* et x1,...,x, € R. On suppose
n n
Z Xk = Z x,% =n
k=1 k=1
Montrer que pour tout k € {1,...,n}, x; = 1
Inégalités

Exercice 13 [03983] [Correction]
Vérifier
VxeR,x(1-x)<1/4

Exercice 14 [02096] [Correction]
Montrer

Ya,beR,ab < (a2 + bz)

N =

Exercice 15 [036431 [Correction]
Soient x,y € [0; 1]. Montrer
¥+y -ay<i

Exercice 16 [02097] [Correction]
Montrer
Ya,b,c € R,ab + bc + ca < a* + b + ¢

Exercice 17 [03224] [Correction]

Montrer
Yu,v=0,14+ Vuv < VI +uvVl +v

Exercice 18 [03405] [Correction]
Soientn e N*, a; <...<a,eth; <...<b,desréels.
Etablir

n

L5ei)e e

k=1 k=1

Exercice 19 [01733] [Correction]
Déterminer tous les couples (@, 8) € (R*)? pour lesquels il existe M € R tel que

Vx,y >0, x5 < M(x +y)

Exercice 20 [03640] [Correction]
Soient (xy,...,x,) et (yi,...,y,) deux suites réelles monotones. Comparer

n

X LTy

k=1 k=1 k=1

Exercice 21 [04017] [Correction]
Montrer que

Bl

¥Yx,y € [0; 1], min{xy, (1 - x)(1 —y)} <
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Partie entiere

Exercice 22 [02100] [Correction]
Montrer que la fonction partie entiere est croissante.

Exercice 23 021011 [Correction]
Montrer

VryeR,[xl+yf<lx+yl<lx]+y]+1

Exercice 24 [02102] [Correction]
Montrer
Yx,y €R, [x]+ lx+y] + Lyl < [2x] +|2y]

Exercice 25 [02103] [Correction]
Soient n € N* et x € R. Montrer

@sz

Exercice 26 [02104] [Correction]
Montrer que

n—

Vx e R,Vn € N¥,

1
X+ EJ = |nx]
k=0 n

Exercice 27 1021057 [Correction]
Soit a < b € R. Etablir
Card([a;b]1NZ)=|b]+ |1 —a]

Exercice 28 [02106] [Correction]
Soit n € N*,

(a) Montrer qu’il existe (a,, b,) € N*? tel que
Q+ V3 =a,+b,V3et3h? =a? -1

(b) Montrer que la partie entiere de (2 + \/§)" est un entier impair.

Exercice 29 [03416] [Correction]
Démontrer

VneN*,[\/ﬁ+ \/n+lJ=L\/4n+2J

en notant | x] la partie entiere d’un réel x.

Les nombres complexes

Exercice 30 [02025] [Correction]
Soitz € U \ {1}. Montrer que & € iR.

z-1

Exercice 31 [02026] [Correction]
Soient P={z€C|Imz>0},D={zeC||z < 1}et f: C\ {-i} — C définie par

flo =2t

z+1

(a) Montrer que tout élément de P a son image par f dans D.

(b) Montrer que tout élément de D possede un unique antécédent par f dans P.

Exercice 32 1020281 [Correction]
Calculer pour 6 € ]0;2n[ etn € N,

n n

C, = Z cos(k@) et S, = Z sin(k6)

k=0 k=0

Exercice 33 [02029] [Correction]
Calculer pour 8 € Retn € N,

C, = Z (Z) cos(k) et S, = Z (Z) sin(k6)

k=0 k=0

Exercice 34 031071 [Correction]

Soit B une partie bornée non vide de C.

On suppose que siz € Balors 1 —z+z> € Bet 1 +z+ 7> € B.
Déterminer B.

Exercice 35 [03651] [Correction]
Soient a, b, z trois complexes de module 1 deux a deux distincts. Démontrer

b(z—a\? .
2 R*
a(z—b) €&
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Enoncés 4

Le plan complexe

Exercice 36 [03458] [Correction]
Soient zg € C et r > 0 tels que |zg| # 7.
On note C le cercle dans C de centre z¢ et de rayon r.

(a) Pour z € C, montrer

z7eC Izlz—ZoZ—ZoZ-i-|Zo|2 =7

(b) En déduire que I’image de C par I’application f: z + 1/z est un cercle dont on
précisera centre et rayon en fonction de zg et 7.

Exercice 37 [02027] [Correction]
(a) Déterminer le lieu des points M d’affixe z qui sont alignés avec I d’affixe i et M’
d’affixe iz.

(b) Déterminer de plus le lieu des points M’ correspondant.

Exercice 38 [03040] [Correction]
Quelle est I’image du cercle unité par I’application z - —= ?

1-z

Exercice 39 [02050] [Correction]
Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que

z+Z7=17

Exercice 40 [03830] [Correction]
Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs.
A quelle condition existe-t-il des complexes ¢, u, v de somme nulle vérifiant

= a?, uii = b* et vo = 2
Module et argument

Exercice 41 [02030] [Correction]
Déterminer module et argument de

z= \/2+ \/§+i\/2— V2

Exercice 42 [02031] [Correction]
Soient z € C* et 7/ € C. Montrer

=lz+|d| & F1eR,, 7 =1z

o+

Exercice 43 [02032] [Correction]
Etablir :

’

Z

Vo, €Clel + || < e+ 7] +]z -2

Interprétation géométrique et précision du cas d’égalité ?

Exercice 44 [02356] [Correction]
Soient a, b € C. Montrer
lal +|b| < |la + b| + |a — b|

et préciser les cas d’égalité.

Exercice 45 [00055] [Correction]
Soita € C tel que |a| < 1.
Déterminer I’ensemble des complexes z tels que

Z—a
<1

1-az

Exercice 46 [03642] [Correction]

(a) Vérifier
V21,22 € G, lz1 + 22l + |21 — 22 = 211 2 + 2|2

(b) On suppose 71,2, € Ctels que |z1| < 1 et|z] < 1. Montrer qu’il existe € = 1 ou —1 tel

que
21 + ezl < V2
Exercice 47 [03249] [Correction]
Soit f: C — C définie par
_ztle
f@)= 5

Déterminer les valeurs prises par f.

Exercice 48 [02052] [Correction]
Résoudre I’équation |z + 1| = |z| + 1 d’inconnue z € C.
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Racines de ’unité

Exercice 49 [02036] [Correction]
Calculer le produit des n-ieéme racines de I’unité

Exercice 50 [02037] [Correction]
Soit n € N*. On note U, I’ensemble des racines n ¢éme de 1’unité.

Calculer
D1
zeU,
Exercice 51 [03353] [Correction]
Soient n > 3, wy, ..., w, les racines n-ieme de 1’unité avec w, = 1.

(a) Calculer pour p € Z,
S, = Z w!
i=1

(b) Calculer

Exercice 52 1020387 [Correction]
Soit w une racine néme de 1’unité différente de 1. On pose

n—

S=) (k+ 1Dt

1
k=0

En calculant (1 — w)S, déterminer la valeur de S.

Exercice 53 [02039] [Correction]
Simplifier :

@ j+1 (b) - (©)

Exercice 54 [02040] [Correction]
Soit n € N*. Résoudre I’équation

+D)'=(@-1)

Combien y a-t-il de solutions ?

Exercice 55 [02041] [Correction]
Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation

'+1=0

Exercice 56 [02042] [Correction]
Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation

(z+1)" = (z-1)

Observer que celle-ci admet exactement n — 1 solutions, chacune réelle.

Exercice 57 [02043] [Correction]
. s 2n
Soit w = €'7 . Calculer les nombres :

Azw+*+0'etB=® + 0 + o

Exercice 58 [02044] [Correction]
Soientn € N, n > 2 et w = expRin/n).

(a) Etablir que pour tout z € C,z # 1,

(b) Justifier que I’égalité reste valable pour z = 1.
(c) En déduire I’égalité

Exercice 59 [02531] [Correction]
Montrer que

sin(ﬂ)z 5-V5
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Equations algébriques Exponentielles imaginaires

Exercice 67 [02033] [Correction]

Exercice 60 [02045] [Correction] ) )
Déterminer module et argument de €'’ + 1 et de ¢!’ — 1 pour 6 € R.

Pour quels a € R I’équation x* + 2x? + 2ax — a®> = 0 posséde x = 1 pour solution ?
Quelles sont alors les autres solutions de 1’équation ?

) Exercice 68 [02034] [Correction]
Exercice 61 [02046] [Correction] Simplifier £=L pour 6 € -7 ; x[.

Résoudre dans C, les équations : e+1
(@ 2 -2iz—1+2i=0
(b) z* - (5 - 14D)z2 — 2(12 + 5i) = 0. Exercice 69 (02035 [Correction] '
Déterminer module et argument de e + ¢ pour 6,6 € R.

Exercice 62 [02047] [Correction]

(a) Déterminer les racines carrées complexes de 5 — 12i. Exercice 70 [02646 ] [Correction]

(b) Résoudre I’équation z> — (1 + 2i)z> + 3(1 + i)z — 10(1 + i) = 0 en commengant par Si (x,,2) € R? vérifie

observer I’existence d’une solution imaginaire pure. el 4 el 4 elz =
(c) Quelles particularités a le triangle dont les sommets ont pour affixe les solutions de montrer

I’équation précédente ? Q2 4 o2y 4 Q2 _

Exercice 63 [02049] [Correction]
Résoudre dans C I’équation

2 =4V2(1 +i)

Exercice 64 [02048] [Correction]
Résoudre dans C le systeme

x+y=1+i
xy=2-1i
Exponentielle complexe

Exercice 65 [02051] [Correction]
Soit Z € C*. Résoudre 1’équation e* = Z d’inconnue z € C.

Exercice 66 [03457] [Correction]
En étudiant module et argument, établir que pour tout z € C

(1 + %)n — exp(z)
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Soit x un rationnel et y un irrationnel.

Par I’absurde : Si z = x + y est rationnel alors y = z — x est rationnel par différence de deux
nombres rationnels. Or y est irrationnel. Absurde.

Exercice 2 : [énoncé]

Par I’absurde supposons V2 € Q.

On peut alors écrire V2= p/q avec p,q € N* et, quitte a simplifier, p et ¢ non tous les
deux pairs.

On a alors 2¢° = p?.

p est alors nécessairement pair car p® est pair. Cela permet d’écrire p = 2k avec k € N
puis g% = 2k?.

Mais alors ¢ est pair. Par suite p et g sont tous les deux pairs.

Absurde.

Exercice 3 : [énoncé]

(Vi) = v -2

Si V2Y2 est rationnel, ¢’est gagnéaveca = b = V2. Sinon, on prend a = V2 V2 et
b= 2.

Exercice 4 : [énoncé]

(a) Larelation f(x +y) = f(x) + f(y) avec f constante égale a C donne C = C + C d’ou
C=0.
(b) Pour x =y = 0, larelation f(x +y) = f(x) + f(y) implique f(0) = 0.
(c) Poury = —x, larelation f(x +y) = f(x) + f(y) donne 0 = f(—x) + f(x) d’ou
f(=0) =—-f(x).
(d) Par récurrence :
VYn e N,Vx € Q, f(nx) = nf(x)

PourneZ ,n=—-pavec pe Net

f(nx) = f(=px) = =f(px) = =pf(x) = nf(x)

(e) On peut écrire x = p/q avec p € Zet g € N*.

1 1
f) = flpx =) =pf(-)
q q

or
1 1
a=f()=flgx-)=qf(-)
q q
donc 1
f)=2
q q
puis
fw = = ax
q

Exercice 5 : [énoncé]

On définit le nombre x étudié

x:=(2/3+41/81%*sqrt(5/3)) " (1/3)+(2/3-41/81*sqrt(5/3))"(1/3);
Attention a définir les racines cubiques par des exposants 1/3 avec parentheses.
On peut commencer par estimer la valeur cherchée

evalf(x);

Nous allons chercher a éliminer les racines cubiques. Pour cela on calcule x3
expand(x”3);

Dans I’expression obtenue, on peut faire apparaitre x par factorisation du terme

2 41 B a1 13
2y 2V (22wt
(3 T 243 \/_5) (3 243 5)

Simplifions ce terme
simplify((2/3+41/243*sqrt(15))"(1/3)*
(2/3-41/243*sqrt(15)) " (1/3), assume=positive);
On obtient

1 (486 + 123 V13) " (486 - 123 V13) "
81

Développons selon (a — b)(a + b) = a®> — b?
(48672-123"2*15)"(1/3);

donne 9261. Enfin

ifactor(9261);

permet de conclure que

2 41 B a4
(5*%“) (5‘%
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Ainsi x est solution de 1’équation

X =

W&
NeJIEN
=

En factorisant le polyndme sous-jacent
factor(x"3-7/9*x-4/3);
on obtient

Bx-H3Bx*+4x+3)=0

Puisque 3x” + 4x + 3 > 0, on peut conclure

x=4/3

Exercice 6 : [énoncé]

Le calcul des premiers termes de la suite (H},),>> permet de conjecturer que H,, est le
rapport d’un entier impair par un entier pair. Ceci assurera H,, ¢ Z.

Démontrons la propriété conjecturée par récurrence forte.

Pour n = 2, ¢’est immédiat.

Supposons la propriété établie jusqu’aurangn — 1 > 2.

Cas n impair.

On peut écrire n = 2k + 1 et puisque par hypothese de récurrence H,_; s’écrit 2p + 1)/2g,

on obtient H, = H,_| + 1/n égale au rapport d’un entier impair par un entier pair.
Cas n est pair.
On peut écrire n = 2k avec k > 2 puis

1

1 1
Hy=-Hi+1+ =+
e Ry

2 3

Par hypothese de récurrence, Hy, est le rapport d’un entier impair par un entier pair, do
%Hk aussi.

De plus, comme entrevu dans 1’étude du cas précédent, I’ajout de I’inverse d’un entier
impair conserve la propriété.

Ainsi H, est le rapport d’un entier impair par un entier pair.

Récurrence établie.

Exercice 7 : [énoncé]

(a) Par la formule du bindme de Newton

(1 + \/E)n

(b)

nc

(©)

En séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices impaires
n
(1+ \/5) =a, + b, V2

avec les entiers

n
p+1

S

0<2p<n

2

0<2p+1<n

m — P
( 2p)2 et b, ( ) )2

On peut aussi raisonner par récurrence en mettant a jour une expression de a,. et

b,+1 en fonction de a, et b,
Q1 = ay +2by,
byt = a, + b,

L’unicité provient de I’irrationalité de V2. En effet si
(1 + \/E)n —a+bV2=d +b' V2
avec a, b,d’, b’ entiers, on obtient
O -b)V2=a-d
Si b # b’ alors on peut exprimer V2 comme égal & un nombre rationnel. C’est

absurde etil reste b = b’ et donc a = d’.

Par la formule du bindme de Newton, on obtient de méme
(1-V2)' =a, - V2b,
et alors
a> =202 = (1 + V2)"(1 - V2)" = (-1)"
On peut aussi raisonner par récurrence en exploitant I’expression de (a,+1, by+1) €n

fonction de (a,, b,).

L’ unicité est évidente compte tenu de la stricte croissance de la fonction

pr B+ P T.

Si n est pair alors a> = 1 + 2b2. Pour p = a2,

(V2+ 1) =a,+ V2b,= yp++p-1

2

Si n est impair alors 2b% = a2 + 1. Pour p = 2b2,

(\/§+1)"= \/Ebn+a,, Vp+ Ap-1
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Exercice 8 : [énoncé] Exercice 9 : [énoncé]

(a) 0 estracine de multiplicité n de P, donc (a) 0 estracine de multiplicité n de P, donc
Vm < n, P™(0) = 0 Vm < n, P™(0) = 0

A 4 (m) _ s .
Le polynome P, est de degré 21 donc Pglm) = 0 pour tout 7 > 2n et ainsi Le polynéme P, est de degré 2n donc P, = 0 pour tout m > 2n et ainsi

(M) (()) =
Vm > 2n, P™(0) = 0 Ym > 2n, P"(0) = 0

oo Reste a traiter le cas n < m < 2n. En développant par la formule du bindme
Reste a traiter le cas n < m < 2n.

En développant par la formule du bindme P(x) = Zn: i n (_a)n—k pryr
. " L n!\k
P(x) = Z l(n)(_a)n—kbkxmk =
i n!\k Puisque P (0) est donné par la dérivation du terme x, on obtient
Puisque PE[”)(O) est donné par la dérivation du terme x”, on obtient szm)(o) = l'( " )(_a)z’l—mbm—"(n +m) ez
n: —-n
(m) 1 n 2n—mym—n
Py(0) = T —n (—a) V" "(n+m)! eZ (b) On remarque
’ Vx eR,P,(a/b - x) = P,(x)
(b) On remarque donc
Vx € R, Py(a/b — x) = P,(x) Vm e N, P™(a/b) = (~1)"P™(0) € Z
donc (c) Ona

(m) _ (_1ynpm 1
Ym e N, P,"(a/b) = (=1)"P,”(0) € Z < =" br+a" — 0
n

! n—+o00

1 T
I, — 0] = —U (bt — a)' e dt
i’l' 0

(c) Ona
(d) Par intégration par parties

1 d 1
I, -0 = — ‘f '(bt — a)'sintde] < =" (|b| 7 + |a])" — O
n!lJo n! n—+00

— " _ " , t
(d) Par I’absurde, supposons 7 = a/b. L= [P”(t)e ]0 fo Pinedr

Par intégration par parties successives (s s
et en répétant 1’opération

s

N vkl (k-1) o [ (m) 2 '
I, = [Z( ¥ " sin(t + kn/2)P,; ()| +(=1) f(; sin(z + mm/2) P, (1) dt I, = {Z (_l)mP:(am)(t) et}
k=1 0
m=0 0
Donc On en déduit )
2n+2 n 2n+2 _ - _1\ym (1m) _ pm
I = {Z (=1 sin( + kn/Z)Pf,k_”(t)} = > (=D sin(kr/ 2PV )+ PV 0) € Z ah = Z::)( b (7o - Pi0g) € 2
=l 0 k=1 -
Or sur [0; r] la fonction 7 — P,(¢) €' est continue, positive sans étre nulle et 0 < r
Comme [, € Z et I, — 0, la suite(/,) est stationnaire égale a 0. donc I, > 0.
Or sur [0 ;7] la fonction ¢ — P,(¢) sin(?) est continue, de signe constant, sans étre Ainsi gl, — 0, gl, > 0 et gl, € Z : c’est absurde.

nulle et 0 < 7 donc 7, > 0. Absurde. Notons qu’on en déduit immédiatement I’irrationalité de In r pour r € Q** \ {1}.
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Exercice 10 : [énoncé] (d) Pourxe Retne N:
Posons L(nx)] [(nx)] + 1
<x<
x=\/a+2 a—1+\/a—2\/a—1 n n
Ona Comme f est croissante :

¥ =2a+2va*—4a—-1)=2a+2+(a-2)? f(l_(nx)J)<f(x)<f(|_(nx)J+1)
Siae[l;2]alors x*> =2a+ 22 —a) = 4 donc x = 2. n B n

Sia € [2;+oo[ alors x*> = 4(a — 1) puis x = 2 Va — 1.

puis

) _ L)+ 1
n n

)

Exercice 11 : [énoncé]

(@) f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0.
VxeR, f(0) = f(1.x) = f(Df(x)

A la limite, quand n — +oo, on obtient x < f(x) < x i.e. f(x) = x.
Finalement, f = Idg.

Comme f est non nulle, on a f(1) = 1. Exercice 12 : [énoncé]
J) + f(=1) = f(0) = 0 donc f(-1) = -1. Ona
(b) Par récurrence surn € N : f(n) = n. 1 - 1 1
De plus Du-1P=> -2 5+ Y 1=0
k=1 =1 k=1 =1

f(=n) = f(=D) xn) = f(=D) X f(n) = —f(n) = -n , . . : .
et puisqu’une somme de quantités positives n’est nulle que si chaque quantité est nulle, on
donc obtient
VxeZ, f(x)=x V1<k<nx=1

Pourer,ngavecpeZ,qu*,

1 1 . c c
Ffx) = f(px =)= f(p)x f(=) Exercice 13 : [énoncé]
q q On peut dresser le tableau de variation de la fonction f: x — x(1 — x) et constater qu’elle
Or f(p)=pet posséde un maximum en x = 1/2 de valeur f(1/2) = 1/4.

L= f() = fax 2) = F@ % f(2) = g f(2)
q q 4 Exercice 14 : [énoncé]
donc f(%) - [li Par suite f(x) = x. (a — b)> > 0 donne 2ab < a* + b*
(©)
Va2 0, f0) = f(Vx V) = (f( \/}))2 =0 Exercice 15 : [énoncé]

Pour x,y € R, si x < y alors Sachant x> < xety? < y,ona
f(}’)=f(x+y—x)=f(x)+f(y—x)2f(x) x2+y2—xy—]Sx+y—xy—]:(x—])(l—y)s()
Ainsi f est croissante.

Diffusion autorisée 2 titre entirement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 24 septembre 2016

Corrections 11

Exercice 16 : [énoncé]
Sachant
2xy < X% +y?

on obtient

1 1 1
ab+bc+ca§E(az-kbz)+E(bz—i-cz)+E(cz—i-az):az+bz+c2

Exercice 17 : [énoncé]
Compte tenu de la positivité des membres, le probleme revient a établir

(1+ M)z <(1+u)l+v)

soit encore

2Vuv <u+v
ce qui découle de la propriété

(x/_—\/ﬁ)zzo

Exercice 18 : [énoncé]
Par somme de quantités positives, on a

Z (ax — ag)(bx — be) = Z (axbr — aeby — axbe + aebe) > 0

1<k,l<n 1<k,t<n
En séparant la somme en quatre, on obtient
n n n n
nZakbk —ZZakZbg+nZa5b[ >0
k=1 k=1 =1 =1

et on en déduit

N
=
=

ce qui donne I’inégalité demandée.

Exercice 19 : [énoncé]
Soit (a, B) solution. Considérons

x%yP

xX+y

flx,y) =

sur (R’jr)z.
Ona

a+f3

flx,x) = o

Jf bornée implique @ + 8 = 1.
Inversement, supposons @ + 8 = 1.
Siy > x alors

A

a,,l-a a
X'y y X
0< flx,y) = < -1 <1
5.3 X+y x+y( )

Si x > y alors idem.

Exercice 20 : [énoncé]
Etudions la différence

12”: (1
- XYk — | —
nk:l nk

ce qui donne encore

I E]
R
——
—
S| =

=~

Bl

<

~
~—

Il
Swl,_.
—
| M:

S

=

<

~

|
[
1+

=

=

<

~
~—

k=1 =1 =1 =1
Or
n n n n
(oyx — xeye) = Z Z X Uk = ye) = Z X Yk — ye) + Z X Ok = ye)
k=1 ¢=1 k=1 (=1 1<t<k<n 1<k<t<n

car lorsque k = € le terme x;(yx — y¢) est nul.
Par changement d’indice, on peut réécrire la derniere somme

Z Xk k= ye) = Z Xe (e — yi)

1<k<t<n |<(<k<n
et alors
n n
Z Z Xy — xkye) = Z (xx = x¢) Yk = o)
=1 =1 1<t<k<n

Les termes sommés sont alors tous de mé€me signe, a savoir positif si les suites (x;);<;<, et
(vi)1<i<n ONt méme monotonie et négatifs si ces deux suites sont de monotonies contraires.
Au final, si les deux suites ont méme monotonie alors

1 & 1 & 1 &
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et si les deux suites sont de monotonies contraires alors

n

1 < 1 1 <
IS (IR [D0

k=
Exercice 21 : [énoncé]
Commencons par résoudre le min. On a
xy<(1l-x)(1-y) & x+y<1

Casx+y<1:

ENU

min {xy, (1 = x)(1 =)} = xy < x(1 = x) <
Casx+y>1:

min{xy, 1 —x)(1-y}=1-x)A -y <A -x)x<1/4

Exercice 22 : [énoncé]
Soit x <y eR. [x] < xdonc |x] <yor|x] € Zdonc |x] < |y]car |y]estle plus grand
entier inférieur a y.

Exercice 23 : [énoncé]
Puisque | x] < xet|y] <y,ona
[x]+ ) <x+y

Par définition, | x + y| est le plus grand entier inférieur a x + y, on a donc déja
Lx] + Lyl < lx+y]
D’autre part x < x|+ l ety < |y] + 1 donc
x+y<|x]+y]+2

puis
Lx+yl <lxl+Ly]+2

Puisque cette inégalité concerne des entiers, on peut transformer cette inégalité stricte en

I’inégalité large suivante
lx+yl <lx]+Ly]+1

Exercice 24 : [énoncé]
Si|lx]<x<|x]+1/2et|y] <y<|y]+ 1/2alors

Lx+yl=Lx]+ ], [2x] = 2[x] et |2y] = 2y]

puis relation voulue.
Silx]+1/2<x<|x]+1let|ly]<y<|y]+1/2alors

[x+yl <[x]+y]+ 1, [2x] =2[x]+1et [2y] =2|y]

puis la relation voulue
Silx]<x<|[x]+1/2et|y]+1/2<y<]|y]+1:analogue
Silx]+1/2<x<|x]+1letly]+1/2<y<|y]+1alors

x+yl=|x]+y]+2,[2x] =2|x]+ Let [2y]=2]y]+1

puis la relation voulue.
Dans tous les cas la relation proposée est vérifiée.

Exercice 25 : [énoncé]
On a [nx] < nx puis % < x, or x — | x] est croissante donc

{@ < Lx)
n
[x] < xdonc n|x] < nxpuisn|x] < |nx|carn|x] € Z.
Par suite
LxJ < @
n
puis
LxJ < {@J
n
et finalement
Lnx]
Ll = {—J

Exercice 26 : [énoncé]

Posons m = |nx] et réalisons la division euclidienne de m par n : m = nq + r avec
0<r<n-1

Onang+r <nx <ng+r+1doncpourtoutk € {0,...,n—1}:

k+r k

k+r+1
g+t —<x+-<qg+—
n n
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Sik+r<nalors[x+§J:qetsik+r2nalors lx+§J:q+1.
Par suite

n—

BBy

k=0 k=n—r

1
k
X+ —|=ng+r=m=|nx]

>~

Exercice 27 : [énoncé]
Sia¢ Zalors [a;b]NZ ={la] +1,|lal +2,...,|b]} donc

Card([a;b] N Z) = |b] - la]

Or
[1-al=1+|-a]=-a]

car a ¢ Z donc
Card([a;bINZ) = |b]+ |1 —al

SiaeZalors [a;blNZ ={a,a+1,...,|b]} donc
Card([a;b1NZ)=|b]—-a+1=|b]+|1—a]

carl —a e Z.

Exercice 28 : [énoncé]

(a) Par récurrence sur n € N*,
Pourn =1, a; =2 et by = 1 conviennent.
Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Q@+ V3" = Q2+ V3)ay + by V3) = dpet + by V3
avec a,1 = 2a, + 3b, et b, = a, + 2b, de sorte que
3bi—l - a121+] = _aﬁ + 3b§ =-1

Récurrence établie.
() a, -1 < b, V3 < a, donc 2a, — 1 < (2 + V3)" < 2a, donc

|2+ V3)"| =24, -1

C’est un entier impair.

Exercice 29 : [énoncé]
Soit p un entier strictement supérieur 8 Vn+ Vn+ 1. Ona

2n+1+2Vn2+n< p?

donc )
4n* +n) < (p* = @n+ 1))

Puisque les nombres comparés sont des entiers, on a aussi
2 2 2
A +m)+ 1< (p? - @n+ 1))

c’est-a-dire ,
@n+ 17 < (p* = Q2n+ 1))

et on en déduit
4n+2<p?

Or le carré d’un entier ne peut qu’étre congru a 0 ou 1 modulo 4. On en déduit
4n+2 < p?

et donc

Vdn+2<p
Ainsi, il n’existe pas d’entiers compris entre vn + Vn + 1 et V4n + 2 donc

[\/ﬁ+ \/n+1J=[\/4n+2J

Exercice 30 : [énoncé]
Puisque z € U,onaZz = 1/z donc

(z+1) z+1  1/z+1 1+z z+1

z-1 Z—l_l/z—l_l—z_ z—1
puis
1
iEIR
z—1

Exercice 31 : [énoncé]

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 24 septembre 2016

Corrections 14

(a) Posons x = Re(z) et y = Im(2).

lz—if P+ -1)7
lz+if X2+ (y+1)2

If @I =

Siy > 0alors x*> + (y — 1)> < x% + (y + 1)?> donc |f(2)| < 1. Ainsi,

VYze P, f(z)eD

(b) SoitZ € D.

z—1 1+Z
l=—— & z=1
z+1 1-7Z
avec B B
1+Z 1+2Z-2-77Z 2ImZ) .1-zP
1 =1 5 = - 5> +1 5 €P
1-z 1-2Z 1-Z 11 -2z
Ainsi,

VZeD,AzeP f(z)=Z

Exercice 32 : [énoncé]
C, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

n i(n+1)0 _ in (D8
o _ € 1 SN 3
¢ =Ta_ ¢ )
Py € sSin 3
Ainsi
. ! . !
10 sin w _ n@sin w
Cyh=cos ————etS, =sin ————
2 sinf sin §

Exercice 33 : [énoncé]
C, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

n

) . n 0
Z (Z)elkﬂ — (1 + elo)n — 2”6179 cos” E

k=0

Ainsi o 9 ) )
n n n_ — n .: rl_ }’l_
Cc,=2 coszcos 2etSn—Z 51n2(:os >

Exercice 34 : [énoncé]
On observe que B = {i, —i} est solution. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. ..
Posons f: C — Cet g: C — C définies par

f@=1-z+7etgz)=1+z+7
On remarque
If@@) =il = lz +illz = (A + DI, [f(2) + 1] = [e = 1 [c = (1 = D]

lg(2) =il = lz—illz+ 1 +i] et |g(z) +i| = |z +1i|]z+ 1 — i

Soient a € B et (z,),>0 la suite d’éléments de B définie par zyp = a et pour tout n € N

- f(zy) siRe(z;) <0
"™ 7 \g@)  si Re(zy) >0

Posons enfin
_ 2 _ . .
Un = |7 + 1| = lzn — il lzn + il

Si Re(z,) < 0 alors

Unst = |f (@) =1l |f(za) + il = sy |zn — (1 + D] |z, — (1 = )|

Selon le signe de la partie imaginaire de z,,, 'un au moins des deux modules |z,, — (1 + 1)|
et |z, — (1 — i)| est supérieur 2 V2 alors que 1’autre est supérieur 2 1.
Ainsi

Upy) 2 ‘/zun

Si Re(z,) > 0, on obtient le méme résultat.
On en déduit que si uy # 0 alors la suite (u,) n’est pas bornée. Or la partie B est bornée
donc ugp = 0 puis a = +i. Ainsi B C {i, —i}.
Sachant B # 0 et sachant que I’appartenance de i entraine celle de —i et inversement, on
peut conclure

B ={i,—i}

Exercice 35 : [énoncé]
Rappelons que si u est un complexe de module alors 1/u = i.

On a alors o 2
(Z—a)2=(z—a)(%—%)= z-a)a-2) =_a|z—a|

az Z
donc

—_a\? —al?
b(z a) _lz—d cR*

al\e=b) “popp Tt
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Exercice 36 : [énoncé]

(a) Ona
z7€eC |z—zO|2=r2

et en développant
|z — 20* = (z = 20) ( — 20) = 22 — 20Z — Z0Z + Z0%0

(b) Notons que 0 ¢ C puisque |zo| # 7. On peut donc considérer I’'image f(C).
Soit Z = f(z) avec z € C. Puisque

21> — 207 — Zoz + |zo* = 1?
on a ) )
Z Z Zo0l" —r
o % kol -1

Z < 2z

1 - =0

donc
1= 20Z = 3Z + (lzol” = ) 12P = 0

ce qui se réécrit

z Z - 1
2P - =z 7= ———
|zol” — r |zol” — r r= — |zl
Posons alors B
20
Z() = 2—2
|zl — 7
et I’on obtient
_ _ 1 zo? 2
ZP = ZoZ - 207 + |2, = P -

2 2 2 2
r Rl (ol - 2) (ol - 2)

Ainsi Z appartient au cercle C’ de centre Zj et de rayon m
201"~
Inversement, en reprenant les calculs en sens inverse, on obtient que tout point Z de

C’ est I'image d’un certain z de C.

Exercice 37 : [énoncé]
(a) M = I est solution.
Pour M = I, I, M, M’ sont alignés si, et seulement si, il existe 4 € R tel que
IM" = AIM ie. 5 €R.
Posons x = Re(z) et y = Im(z).
o 2 2
m(E)=0 e xx-D+yy-D=0 e (x-1) +(y-1) =1

-1

1
Finalement le lieu des points M solutions est le cercle de centre Q 1;2 et de rayon

1/ 2.

(b) Le point M’ est I'image de M par la rotation de centre O et d’angle 7/2.

-1/2
Le lieu des points M’ est donc le cercle de centre Q' et de rayon 1/ V2

172

Exercice 38 : [énoncé]
Soit z un complexe du cercle unité avec z # 1. Il existe € ]0; 2n[ tel que z = e Ona
alors 1 1 i 1 1 0
_ —i6/2 1 _ .
T—z T1-e0 ° Zsmnez 27272
Quand 6 parcourt ]O; 27[ (ce qui revient a faire parcourir a z le cercle unité), I’expression
cot(#/2) prend toutes les valeurs de R. L’image du cercle unité est la droite d’équation

x=1/2.

Exercice 39 : [énoncé]
Soit M(z) solution avec z =a + ibeta,b € R.

Ona2a= Va? +b?>donca>0eth=+3a.
1
Ainsi M se situe sur les demi-droites d’origine O dirigée par les vecteurs i et

V3
_)1
v_\/g.

Inversement : ok.

Exercice 40 : [énoncé]

En multipliant les trois complexes t, u, v par e, on peut former un nouveau triplet
solution a partir d’un premier. Sans perte de généralité, on peut donc supposer 7 € R,
auquel cas t = a.

En écrivant u = x + iy et v = x" + iy’ avec x, x’,y,y" € R, la condition # + u + v = 0 donne

{x’ =—(a+x)

/

y ==y
et les deux conditions uit = b* et vi = ¢? équivalent alors au systeéme

24y = B2
()c+a)2+y2 c?

Ce systeme possede une solution si, et seulement si, le cercle de centre O et de rayon b
coupe le cercle de centre Q(—a, 0) et de rayon c. Ces deux cercles se coupent si, et
seulement si,

b—cl<a<b+c
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On peut alors conclure que le triplet (¢, u, v) existe si, et seulement si, chacun des
parametres a, b, c est inférieur a la somme des deux autres.

Exercice 41 : [énoncé]
lz> =2+ V2 +2— V2 =4 donc|z] = 2.
Posons 6 un argument de z qu’on peut choisir dans [0 ; /2] car Re(z), Im(z) > 0.

Onacost = 2+ V2 donc

cos(20) = 2cos’H—1 = (2+ \/E)—lz g

N =

avec 26 € [0; ] donc 26 = /4 puis 6 = nr/8.

Exercice 42 : [énoncé]

(&)ok

(=) Si|z+ 7| =1z + 17| alors, en divisant par |z] : |1 + x| = 1 + |x] avec x = 2’ /z € C.
Ecrivons x = a + ib avec a,b € R.

H+x?=@+1)?+b*> =1+ d® + b* +2a

et

A+ xX)?=0+ Va2 +b2? =1+a> +b> +2Va® + b2

|1 + x| =1+ |x| donne alors a = Va2 + b2 d’oub =0eta > 0.
Par suite x € R, et on conclut.

Exercice 43 : [énoncé]
Ona

|Z|+|z'|=%i(z—z')+(z+z’)|+%|(z'—z)+(z'+z)|S|z+z’|+|z—z'|

Interprétation : Dans un parallélogramme la somme des longueurs de deux cotés est
inférieure a la somme des longueurs des diagonales.

Il'y a égalité si, et seulement si, : z—z' =0 (i.e. z =7') ou
résume a 7 = —z.

z+.
z—

; €R+et§,+—_ZZER+cequise

Exercice 44 : [énoncé]
Si a = 0, I'inégalité est vraie avec égalité si, et seulement si, b = 0.
Si a # 0, I'inégalité revient a

L+ u <1 +ul+|1—uy

avec u = b/a. En écrivant u = x + iy,

(I +uD? = 1+24x2 +32 + 22 +y?

S2+2(x2+y2)
=1 +uf +|1-uf

< (1 +ul + |1 = ul)?

avec égalité si, et seulement si, x> +y* = 1 et |1 - u2| = 0 soit u = +1 ce qui revient &
a = +b.

Exercice 45 : [énoncé]
Pour que la quantité soit définie il est nécessaire que z # 1/a.
Si tel est le cas

Z—a _
<l & |z-af <1 —azf

1-az
Sachant |x + y[*> = |x*> + 2Re(Zy) + |y|>, on obtient

7—
1-az

<1 e (la’-1)(l’-1)20

L’ensemble recherché est I’ensemble des complexes de module inférieur a 1.

Exercice 46 : [énoncé]
(a) En développant
2 = = 2 = = 2
lz1 + 221" = (@1 +22)@1 + 22) = lal” + 2122 + 2122 + |22l

et la relation écrire est alors immédiate.

(b) Ona
Iz + 2+l -2l <4

donc parmi les quantités |z; + z2| et [z1 — 22|, 'une au moins est de carré inférieur a 2.
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Exercice 47 : [énoncé]
Soit z € C.

SizeR_alors f(z) =0
Sinon, on peut écrire z = rel? avec r > 0 et @ € |- ; x et alors
eif

2

0 .
= rcos —e'//?

1
f@=r

Puisque cos(6/2) > 0
0 0
|f(2)] = rcos 5 et arg f(2) = 3

donc
f(zx)e{ZeC|ReZ >0}

Inversement, soit Z € C tel que Re Z > 0.
On peut écrire Z = Re'? avec R > O et a € |-n/2; 7t/2[. Pour
R

{=—¢
cosa

2ia

les calculs qui précedent donnent

f(z)=Re" =Z

Finalement, les valeurs prises par f sont les complexes de parties réelles strictement

positives ainsi que le complexe nul.

Exercice 48 : [énoncé]
lz+ 11> = |2 + 2Re(z) + L et (|2 + 1)? = |2]> + 2|z + 1 donc
lz+ 1] =]zl +1 & Re(z) = |7 & z€eR,.

Exercice 49 : [énoncé]

Puisque le produit d’exponentielles est 1’exponentielle de la somme

ﬁ 2ikrr/n_ nz_i% 21 nzi — ( _]) _( ])i’l]
e = exp ’ = exp(i(n 77)

k=0 k=0 k=0

Exercice 50 : [énoncé]

2ikn . . N . L ey L
Notons wy = e™n avec k € Z. Par factorisation d’exponentielle équilibrée

g — 1] =2

. kﬂ'
sin —
n

Alors
L 1 cos 3 P
le—1| Z2sm——21m en |=4Im e =2—" =2cot —
& — 1-e sin 7 2n
Exercice 51 : [énoncé]
Quitte a réindexer, on peut supposer
Yke(l,...,n},w, = e2iknin — ) avec w = /"

(a) Sinne divise pas p alors, puisque w” # 1

np
Zw 1_6;)),; =0

Si n divise p alors

n n
S, = WP = 1=n
k=1 k=1
(b) Pour1 <k<n-1,ona
1 Ziknm ] k 1
= =—cot— + =
I —wy 2isin k= 2 2
Puisque
n—1 k n—1 tn n—1 tn
Zcot— = cotlm— —| = —cot| —
k=1 n ki =1 n
ona
n—1 k
Z cot — =20
k=1
puis
_(n—-1)
2
On peut aussi lier le calcul au précédent en écrivant
n—1 "
+
1-w; w, a) 1 —w;
p=0

On peut aussi retrouver cette relation en considérant que T est la somme des racines
d’un polynéme bien construit

nn—-1)
2

=X-1)"=-X"=-nX""+ X2 4
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Exercice 52 : [énoncé]

Ona : 1
(1-w)S = Z(k+ 1)wk—kak = Zwk—nw" =-n
k=0 k=1 k=0
donc n
S =
w-1

Exercice 53 : [énoncé]

(a)
JG+D=j+j=~1
(b)
Jo_J
Pl
()

J+1_G+DG-D _G+DFE-D _f+p-j-1_ -1-2)
-1 (G-nG-1n UG-DG*-1 FP-7-j+l 3

Exercice 54 : [énoncé]
Notons wy = e’" avec k € Z les racines néme de 1’unité.
Si z est solution alors nécessairement z # 1 et (ff—})n = 1 donc il existe
ke{0,1,...,n— 1} tel que

z+1 _

-1 @
ce qui donne

(wr—Dz=wr+1

Si k = 0 alors ce la donne 0 = 2 donc nécessairement k € {1,...,n— 1} et w; # 1.
Par suite

wr + 1 2 cos k—:
= kn

n

. ys
= — = —1cot —
wry—1  2isin n

Inversement, en remontant le calcul : ok
Finalement

S:{—icotk—ﬂ|ke{l,...,n—1}}

n

Puisque la fonction cot est injective sur ]O; x[, il y a exactement n — 1 solutions.

Exercice 55 : [énoncé]
Ona
'+1=0  7"=¢"

z0 = e'n est solution particuliére de I’équation et donc

i (k+Dm

S:{zowk|ke{0,...,n—1}}={e ; |ke{o,...,n—1}}

Exercice 56 : [énoncé]
z =1in’est pas solution.
Pour z # i,

s\
. . Z+1
+D)"=@E-1)" &= (—) =1
z—1i
z+1
— Jkef0,....n—-1},— =wy
z—1
en notant wy = e2/n,
Pour k = 0, w; = 1 et ’équation <& = w; n’a pas de solution.

Pourk e {1,...,n— 1}, w # 1 et I’équation ;—fi = wy a pour solution
7 = ia)k +1
v =
wk—l
Ainsi S = {zy,...,2,_1} avec
ik
_2cos ’j—fe‘f kn R
Zx=1l—————— =cot— €
2isin el n

n
deux a deux distincts car cot est strictement décroissante sur 1’intervalle ]0 ; [ ou
évoluent les ]‘7” pour ]l <k<n-1.

Exercice 57 : [énoncé]

On a
1+A+B=0,AB=2et Im(A) >0
donc
A:B:—_Hzi\/7
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Exercice 58 : [énoncé] puis

-1 T 5-15

,ona sin? = =
5 8

et enfin la formule proposée puisque sin(zr/5) > 0.

(a) Puisque les racines de I’équation z” — 1 sont 1, w, ..., "

n—1
-1=@e-D][@-ob
k=1

. . E ice 60 : [é S
Oronaaussiz’—1=(z= 1)1 +z+---+7"") d’ou I’égalité proposée pour 7 # 1. xereice [énonce]

x = 1 est solution de 1’équation si, et seulement si, a2 -2a-3=0ce qui donne @ = —1
(b) Les fonctions x - [T{Z] (x — &) et x > Y725 x* sont définies et continues sur R et oua =3.
coincident sur R \ {1}, elles coincident donc aussi en 1 par passage a la limite. Lorsque a = —1, les solutions de I’équation sont 1, —3%5’ _3+T‘5_
s 4 e 4 -1 . . . 2 . — i i
(c) Pour z = 1, I'égalité du a) donne [];Z; (1 - w*) = n. Or par factorisation de Lorsque a = 3, les solutions de I’équation sont 1, SHTS\E’ —#.
I’exponentielle équilibrée,
k ik . kr . T4 .
1 -k =—e"2isin — Exercice 61 : [énoncé]
n
(a) S=1{1,-1+2i},
et . . . .
n—1 ® S={-1+1,-3+2i,1-1,3-2i}.
el _ oif Ticik _ -l
k=1
d Exercice 62 : [énoncé]
onc
n—1 n—1 :
. km (a) £(3-2i)
(1 - =2"" ﬂsm— ) ) )
= o n b) a=-2i,b=-1+3ietc=2+1i
puis la relation proposée (©) lc=b|=|c—al= V13et|b—al = V26. Le triangle est rectangle isoctle.
. . . Exercice 63 : [énoncé]
Exercice 59 : [énoncé] On a
Puisque la somme des racines 5-ieéme de 1’unité, en considérant la partie réelle, on obtient 4 \/5(1 +i) = Qe
1 +2cos 2_7T +2cos 4_” -0 donc zg = 2e'T2 est solution particuliere de I’équation.
5 5 L’équation 2= zg équivaut alors a I’équation (z/ 20)° = 1 dont I’ensemble solution est

_ 2 _ . . .. >z . . )
Sachant cos 2a = 2 cos” a — 1, on obtient que cos(2n/5) est solution positive de 1’équation S = {Zo, 20Js 20 Jz}

47 +2r-1=0
et donc Exercice 64 : [énoncé]
o A5-1 Il s’agit d’un systeme somme produit, on obtient ses solutions en résolvant I’équation
cos — =
5 4 Z2-(1+i)z+2-1)=0

Or cos2a = 1 — 2 sin® a donc . , i
On obtient I’ensemble solution

1-2sin2 2 = V51
5 4

S = {(1 + 2i,-i), (-1, 1 + 2i)}
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Exercice 65 : [énoncé]
Posons p = |Z|et§ = argZ [2n].
e =7 ¢ eRezeilmz - |Z| ei(?
N eRez — |Z| et eiImz — eié)

= z=Inp+i6 + 2ikr avec k € Z.

Exercice 66 : [énoncé]
Posons x =Rezety =Imz. Ona

X\ .
1+£=(1+—)+1X
n n n
Pour n assez grand, on a 1 + x/n > 0 et donc

y/n

zZ\* ino x\? y 2
(1 + _) =rye"" avecr, = (1 + —) + (—) et 6, = arctan ———
n n n 1+ x/n

Quand n — +o0

n 2x 2 4+y? n_ (2x 1
rp=expl=In|l+—+ =exp|= x|— +o[=-]]] — exp(x)
2 n n? 2 n n

et y
no, ~nX= -y
n

donc ;

Exercice 67 : [énoncé]

z=¢e+1=2cos §el2,

Sicos £ > Oalors |z] = 2cos § etarg(z) = [2n], sicos § =0 alors |z = 0.
etsicos § < Oalors |z| = —2cos § etarg(z) = § +7  [27].

7 = e — 1 = 2isin $¢'? et la suite est similaire.

Exercice 68 : [énoncé]
En factorisant e'/2 au numérateur et au dénominateur
el —1 ising/2 . @

e?+1 cosf/2 1an2

Exercice 69 : [énoncé]
On peut factoriser

i R U AV Y ¥ -6 .ow
e +e =el 2 (el 2 +e7 2 )=2cos e

ce qui permet de préciser module et argument en discutant selon le signe de cos

Exercice 70 : [énoncé]
Puisque e'* + e + e = 0, en multipliant par e

-iX_on obtient
l1+e+e¥ =0

avec @ =y — x et 8 = z — x. En passant aux parties réelle et imaginaire

cosa+cosf=-1
sina +sinf =0

L’équation sina + sin8 = 0 donne
a=-F mod2roua=n+ mod2r

Sia =n+ mod 2x alors la relation cos @ + cos 8 = —1 donne 0 = —1.
Il reste « = = mod 2r et alors 2cosa = —1 donne @ = +2x/3 mod 27.
Par suite e = j ou ;2.

On obtient alors aisément 1 + €% + e?# = 0 puis e** + e + &% = 0.
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