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2.1 Les ensembles de nombres N, Z, Q, R, C CHAPITRE 2 : Calculs algébriques

2.1 Les ensembles de nombres N, Z, Q, R, C

2.1.1 L’existence admise des ensembles de nombres

Conformément au programme, on admet 'existence et les principales propriétés des ensembles de
nombres suivants :

— I'ensemble N des entiers naturels.

— l'ensemble Z des entiers relatifs.

— P’ensemble Q des nombres rationnels.

— I'ensemble R des nombres réels.

— I’ensemble C des nombres complexes.

On a bien siir les inclusions strictes : NG Z ¢ Q ¢ R ¢ C.

On sera également amené a considérer les ensembles suivants (dont les noms ne sont pas fixés par

I'usage, mais dont la signification est bien connue) : 'ensemble P des nombres premiers, 1’ensemble D
des nombres décimaux, I'ensemble R \ Q des nombres irrationnels.

2.1.2 Propriétés relatives a ’addition dans C

Proposition 2.1.1 (propriétés de 'addition dans C)

L’ensemble C est muni d’une opération (ou loi de composition ), notée +, avec les propriétés suivantes :
(1a) La loi + est commutative : V (z,y) € C?, x+y=y+=x

(1b) La loi + est associative : V(z,y,2) € C?, x4+ (y+2) = (x +y) + 2

(1c) Pour la loi +, lentier naturel 0 est élément neutre : Vo € C, z +0 ==z

(1d)

1d) Pour la loi +, tout x de C posséde un opposé (noté —x), donc tel que x + (—x) =0
La notation x —y doit étre comprise comme une contraction de x + (—y).

Remarques diverses
— On note N*, Z*, Q*, R*, C* les ensembles N, Z, Q, R privés de 'entier 0.

— Chacun des ensembles N, Z, Q, R est stable pour la loi 4 (ce qui signifie que la somme de deux éléments
de Q, par exemple, est encore un élément de Q). On peut donc considérer (1a), (1b), et (1c) comme
des propriétés de la loi 4+ restreinte a N, a Z, a Q, ou a R.

— De méme, chacun des ensembles Z, Q, R est stable par passage a l’opposé, ce qui signifie que 'opposé
d’un rationnel z, par exemple, est encore un rationnel. On peut donc considérer (1d) comme une
propriété de la loi + restreinte a Z, a Q, ou a R. Pour ces trois ensembles, on peut donc également
parler de stabilité par différence (si x et y sont dans Q, par exemple, x — y est dans Q).

Ici ensemble N fait exception, car seul 0 posséde un opposé dans N (lui-méme!).
Enfin, on a bien sir les identités : —(—z) =z, —(zv+y) = -2 —y, et —(r —y) = -z +y.

— On pourrait considérer 'opération soustraction sur C (définie par (x,y) — x — y) mais cette loi ne
présente que peu d’intérét : elle n’est ni commutative, ni associative, et il n’y a pas d’élément neutre.

— Une conséquence de (1b), (1c) et (1d) est que tout élément de C est simplifiable pour l'addition.
En d’autres termes : V(x,y,2) € C?, x +y =2 + 2 = y = 2z (ajouter —x de part et d’autre).
Pour des raisons analogues : on a l'équivalence r +y =2 & y =2z —x.
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2.1.3 Propriétés relatives au produit dans C

Proposition 2.1.2 (propriétés du produit dans C)
L’ensemble C est muni d’une multiplication (notée x, ou par juxtaposition : le produit de x par y est
alors noté xy), avec les propriétés suivantes :

2a) La loi x est commutative : V (z,y) € C?, 2y = yx

(
(2b) La loi x est associative : V (z,y,2) € C3, x(yz) = (zy)z

)
(2¢) Pour la loi x, l’entier naturel 1 est élément neutre : Vo € C, lz =z
(2d) La loi x est distributive par rapport a Uadition : ¥V (x,y,2) € C3, z(y + 2) = zy + z2
)

(2e) Pour la loi X, tout élément x mon nul de C posséde un inverse (noté x='), donc tel que vax=! =1

Remarques diverses

1
— On note — plutot que x~1. La notation Y doit etre comprise comme une contraction de yz .
x

x
Cette derniere notation est rendue possible car le produit est une opération commutative.

a
Avec ces notations, ’ensemble Q des nombres rationnels s’écrit Q = {b’ a€Z,be Z*}.

— Chacun des ensembles N, Z, Q, R est stable pour la loi x (si z et y sont dans Q, par exemple, zy est
encore un élément de Q). On peut donc considérer (2a), (2b), (2¢) et (2d) comme des propriétés de
la loi x restreinte a N, a Z, a Q, ou a R.

— Les identités 20 = 0 et 2(—y) = (—x)y = —(xy) semblent évidentes mais elles se démontrent.
I en est de méme pour I"équivalence zy =0 < (z =0ouy =0).

— Pour la propriété (2e), les ensembles N et Z font exception. En effet seul 1 possede un inverse dans
N (lui-méme) et seuls 1 et —1 possedent un inverse dans Z (eux-mémes!).
DansN,onazy=1 < (r=1lety=1)etdansZona:zy=1 < ((z=y=1)ou(z=y=—-1)).

— Bien sfir, 'inverse d'un rationnel (resp. d’un réel) non nul est encore un rationnel (resp. un réel). On
parle dans ce cas de stabilité par passage a l’inverse.

— Une conséquence de (2b), (2c) et (2d) est que tout élément de C* est simplifiable pour le produit.
En d’autres termes : V (z,y, z) € C* x C?, 2y = 22 = y = z (multiplier par 27! de part et d’autre).
Pour des raisons analogues : si @ # 0, on a l'équivalence vy = 2z < y = za~ L.

Dans ces questions, il est essentiel de s’assurer que z est non nul avant de simplifier par z.

— Si z et y sont non nuls, on a bien siir les identités : (z7 1)t =z, (—x) ' = —(z7!), (zy) ' =27y L.

— On pourrait considérer 'opération quotient sur C (définie par (z,y) — x/y) mais cette loi n’a que des
défauts : elle n’est pas partout définie (y doit étre on nul), elle n’est ni commutative ni associative,
et il n’y a pas d’élément neutre.
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2.2 Sommes et produits

2.2.1 Sommes et produits finis

Définition 2.2.1

Soit I un ensemble fini, et (z;);c; une famille de nombres complexes.

On note Z x; la somme des x;, et on note H x; leur produit.
icl iel
Dans le cas ou I'ensemble [ est vide, on convient que le =0, et que sz =1.
iel i€l

Remarques

— Dans les notations précédentes, il faut bien comprendre que chaque indice ¢ apparalt une fois et
une seule, dans la somme ou dans le produit. La commutativité des opérations fait qu’il n’est pas
nécessaire de préciser dans quel ordre sont effectués cette somme ou ce produit.

— Supposons que [ soit la réunion I = J U K de deux ensembles disjoints J et K.
Il est clair que sz = le + Z x; et que sz = (H xz> (H xz>
iel ieJ ieK iel ied ieK
Cette remarque est a rapprocher des conventions Z r;=0et H x; = 1 (et elle aide a les comprendre).
ieh i€l
— Un cas fréquent est celui ou I est un intervalle d’entiers.
Supposons par exemple I = [m, n] (notation usuelle pour désigner {k € N,m < k < n}).

n n
Dans ce cas, on notera Z xr; ou Z x; pour la somme, et H x; ou H x; pour le produit.

i=m m<i<n i=m m<i<n
Attention : I'utilisation de ces notations suggere qu’on effectue la somme (ou le produit) dans le sens
des indices croissants. On considerera donc que la somme est vide (donc vaut 0) et que le produit est
vide (donc vaut 1) si m > n.
— La lettre utilisée pour décrire I’ensemble [ est sans importance, dans la mesure ou elle ne préte pas
a confusion (on parle d’indice muet).

La méme somme pourra donc étre notée indifféremment Z i, Z xj, ou Z T
n ) n ] el Jjel kel n n
Par exemple, la somme Z 2’ pourra étre notée Z x', mais certainement pas Z x¥ ou Z x"
j=1 i=1 =1 z=1

Mise en facteur de termes constants

— Si A ne dépend pas de l'indice 7, alors ZO‘%) = )\Z[Bi.

Bien siir » A = ACard(I) (ou Card([) dzéesligne le car:i?rllal, c’est-a-~dire le nombre d’éléments de 1)
Plus génélreaflement, si A et p sont constants : Z()\arz + pyi) = A Z T+ Z Yi-
iel icl il
— Si A ne dépend pas de i, et si n = Card(]) ; 1, alors [[(Az;) :E AT eet notamment [[A = \".
i€l i€l i€l
On a les égalités si l_I(xZ yi) = (H xz) (H yz-) et plus généralement : fo yl = (H xZ)p(H yz-)q
i€l il i€l i€l il i€l

n n n
— Attention surtout a ne pas faire ’erreur d’écrire Z Ty = Z T Z Yi
i=1 =1

=1
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2.2.2 Changements d’indice

Soit I un ensemble fini, et (z;);c; une famille de nombres complexes.

Soit J un ensemble fini, et ¢ une bijection de J sur I.

Ainsi a chaque indice ¢ de I correspond un unique j de J tel que i = ¢(j).

Effectuer le changement d’indice i = ¢(j), c’est écrire (en posant y; = x,(;), pour tout j de J) :
— dans une somme : S =Y x; =Y zy;) = >_y; (que rien n’empéche alors d’écrire S = y;).
iel jeJ jeJ icJ
— dans un produit : P = sz = H Ty(j) = H y; (que rien n’empéche alors d’écrire P = H Yi)-
iel jeJ jeJ icJ
Dans un tel calcul il faut distinguer le temps du changement d’indice i = ¢(j), pendant lequel i et j ne
doivent pas étre confondus, et le temps qui vient apres (ou l'indice muet j peut étre renommé 7).

La situation la plus fréquente est celle ot I est un intervalle [m,n] d’entiers, et ou le changement
d’indice est une translation i = j + p (le plus souvent i = j+ 1 oui =j — 1).

n n+1 n—1 n n+1 n—1
On écrira : S = Z T; = Z Tj_1 = Z Zgy1 ou directement S = Z T = Z Tii] = Z Tit1-
i=m Jj=m+1 k=m—1 i=m i=m+1 i=m—1

Autre situation classique, un changement d’indice suggérant que la somme ou le produit sont parcourus

en sens contraire du sens initial : .

n n n
Par exemple, avec « k < n — k » on écrira : Z Ty = Z Tp_k, OU H Ty = H Tp—k
k=0 k=0 k=0 k=0

2.2.3 Sommes et produits « télescopiques »

i 1
Pour comprendre cette notion, considérons I’exemple de la somme u,, = Z m
11 1 1 1 b=t

1
P 1 T A
ar exemple ug 2+6+12+20+30+42

P lcul ( 1 énéral t uy,), tout s’éclai d Gali ! ! !
our calculer ug (ou plus généralement w,), tout s’éclaire quand on réalise que ——~ = — — ——
6 \OU DS & d T+ " & k+1

Ainsi <1 1)+<1 1)+<1 1>+(1 1>+(1 1>+<1 1) 1 1 6

insi, ug = | - — = - — = - — = - —= - — = ——=]=1=-=-==.

T\ 2 2 3 3 4 45 5 6 6 7 T
Plus généralement, soit a calculer une somme S = Z X
Il peut étre judicieux d’écrire z; = y; — y;+1 (mais trouver y; n’est pas forcément facile!).
Dans ce cas, on peut écrire toutes les étapes :
n n n n n n+1
S =Y w=3 Wi—v) =D Ui— D Y1 =2 Yi— D Y
i=m i=m i=m i=m i=m i=m+1
= (ym+ Z yi) - ( Z yi+yn+1> = Ym — Yn+1
i=m-+1 i=m+1
L’idéal est d’écrire directement : Z (Yi — Yisx1) = Ym — Yns1 (on parle de « somme télescopique »).
On est en présence d'un « produit télescopique » P = H x; quand x; s’écrit x; = i
i=m Yit+1
Dans ces conditions, on écrira directement (en justifiant) : P = [] A—
i=m Ji+1 Yn+1
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2.2.4 Quelques résultats classiques

Somme d’une suite arithmétique :

Proposition 2.2.1 (somme des entiers de 1 a n)
n(n+1)

PourtoutndeN,0na2kzzl+2+---+n: 5

k=1

Plus généralement, si on cherche la somme S de n termes successifs a; d’une progression arithmétique
de raison r (c’est-a-dire ax1 = ag + r pour tout k), et si les termes de début et de fin de cette somme

sont d et f alors la formule a retenir est : Z G =1 —

Un bon moyen de retrouver S est d’écrire (en notant a; et a; les a; « parcourus » de gauche & droite
et de droite & gauche) : 25 =Y af + Y ap = X(af +ay) =X(d+ f) =n(d + f).

Proposition 2.2.2 (somme des carrés, ou des cubes, des entiers de 1 a n)

= 1)(2n+1) " 1
Pour tout n de N, onaZk2:n(n+ )@n + tZk3 L)
k=1 6 4
On notera (¢a aide & la mémorisation) que la somme » k? est égale au carré de la somme > k.
k=1 k=1

Proposition 2.2.3 (somme d’une suite géométrique)

Pour tout x # 1, et tout n de N* : S,(z) =14z + 22+ +a" 1= 2" =

On a bien sir S,(1) = n.

11 S g | 1
Par exemple, pour tout nde N* : 1 4+ -+ -+ ... + — = :2<1—>
xemple, p tot it oo kz:%%
Plus généralement, si on cherche la somme S de n termes successifs a; d'une progression géométrique
de raison ¢ (axr1 = qay pour tout k), et si les termes de début et de fin de cette somme sont d et f
qaf —
-1

alors la formule a retenir est : Z ay = (si g # 1, car si ¢ = 1 la somme vaut nag).

On peut calculer T,,(x ) =1+ 2x + 32% + -+ +nz"! par dérivation de la somme S, ().

11 ’_n$”+1—(n+1)x”+1 )
)- @1 (six#1).

Le calcul précédent est valable pour x dans R, mais l’ezpression finale de T, (x) reste vraie dans C.

On obtient T,,( Z kbl =8 (7) = <x

r—1 T —

Voici un résultat analogue au précédent (mais davantage du point de vue de la factorisation) :

Proposition 2.2.4

Pour tous x,y dans C et pour tout n de N*, on a la factorisation :

xn_ an 1-k k x_y)(xn—l+In—2y+_"_’_$yn—2+yn—1>‘

Si Uentier n est impair (en appliquant ce qui précéde a —y plutot qu’a y) :
n—1

x”+y”=(x+y)2( 1)kl’n ll= kyk_(x+y)( -1 _ n2y+ +( 1)k n—1— kyk+__._xyn—2+yn—l)
k=0
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On trouve en particulier les factorisations :

-y =@-y)rty) 2P-y=>@-y+tay+y) 2+y°=(@+y*—zy+y’)
vt =yt = (z —y) (@ + 2%y + a2y’ +07) 2 =y’ = (v —y) (@t + 2y + 2%y’ + 2y’ + o)

2° +y° = (v +y) (2 — 2Py + 2%y? — 2y + )

De méme, en choisissant y = 1, on a les factorisations :

?-1l=@x-Dx+1) 2Z-1=@-1)*+2+1) 2B+1l=E+1)@*-z+1)
t—l=@-D(*+22+2+1) P-l=@-D'"+23+22+2+1)

P4+l=@+ )@t —2*+22—2+1)

Et plus généralement :

n—1 n—1
Pour tout entier n : 2" — 1= (z —1) > _ 2", et pour tout n impair 2" +1 = (z +1) >_(—=1)*2" 7"
k=0 k=0

2.3 Factorielles et coefficients binomiaux

2.3.1 Factorielle d’un entier

Définition 2.3.1 (factorielle d'un entier)

On pose 0! = 1, et pour tout n de N*, on note n! =n (n—1)! (le symbole n! se lit « factorielle n »)

Remarques

— L’énoncé précédent est un exemple de définition récursive. .

— Pour tout n de N*, I'entier n! est le produit des entiers de 1 a n, c’est-a-dire n! = H k

— On retiendra les valeurs : =

ol=1,11=1,2=2, 3 =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 7! = 5040.

— L’entier n! désigne le nombre de permutations d'un ensemble & n éléments (c’est-a-dire de bijections
de cet ensemble sur lui-méme).
Par exemple les 3! = 6 permutations des lettres du mot abc sont : abe, acb, bac, beca, cab et cba.

— Pour les grandes valeurs de n, on verra plus tard la formaule de Stirling : n! ~ n™e™"/2mn.
La signification de ~ est que le quotient des deux expressions tend vers 1 quand n tend vers +oo.
Par exemple, pour n = 20, on a n! = 2432902008176640000 et n"e "v/27n ~ 2.42278684676 - 10'8.

2.3.2 Coefficients binomiaux

Définition 2.3.2 (combinaisons de p éléments parmi n)
Soient n et p deux entiers, avec 0 < p < n. Soit £ un ensemble fini possédant n éléments.

n
On note (

> le nombre de sous-ensemble de E possédant p éléments.
p
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Remarques

— L’ensemble E dont il est question ici est évidemment sans importance.
Par exemple, dans 'ensemble F = {a,b,c,d, e}, il y a 10 parties a trois éléments, qui sont
{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b, e}, {a,c,d}, {a,c,e}, {a,d, e}, {b,c,d}, {b,c e}, {b,d, e}, {c,d e}
— Le coefficient (Z) se lit « p parmi n ».
— Si E est un ensemble a n éléments (avec n > 0), il y a dans E :

une seule partie vide, donc (8) = 1, et une seule partie & n éléments (£ lui-méme), donc (Z) =1.

— On étend la définition en posant (Z) =0sip<0ousip>n (ce quiest finalement assez logique).

Proposition 2.3.1
n!

n
Soient n et p deux entiers, avec 0 < p < n. On a [’égalité ( ) =
p) pl(n—Dp)

2.3.3 Relations entre coefficients binomiaux

Proposition 2.3.2

On a les identités (n) = ( " >, et (n) = (n—l) + (n—1>'
p n—p p p p—1

n

Cette derniere formule, avec (g) = (n

) =1, permet de calculer les (Z) de proche en proche.

On place souvent les (Z) dans un tableau triangulaire, de lignes et colonnes numérotées a partir de 0.

Le coefficient (Z) vient alors se placer a l'intersection de la ligne d’indice n et de la colonne d’indice p.

Le tableau obtenu est connu sous le nom de « triangle de Pascal » :

p=0|p=1|p=2|p=3|p=4|p=5|p=6

n =20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4| 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
n=~6 1 6 15 20 15 6 1

)

Proposition 2.3.3

on a les égalités : (pL) = Z_'__]f (Z), (Z) = Z (Zj)v (Z) - — (n;t_)l)
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Proposition 2.3.4 (Formule du binéme)

I
[~]=
R
S 3
N——
8
-
<
i
ol

Pour tous x,y de C, et pour tout n de N : (x + y)"

n k=0
En particulier : (1 +z)" = (Z) z*.
k=0

En particulier, pour tous x et y de C :
(z+y)? = 2* + 2zy + y? (z —y)? =2® = 2ay + y*
(z+y)° = a® + 327y + 3uy” + (x —y)° =% = 3a?y + 3wy* — ¢
(x+y)* = o' + 423y + 62%y% + 4oy + 4yt (v —y)t =2t — 43y + 62%y? — day® + y!

2.4 Sommes doubles, interversions

Dans cette section, on désigne par € une partie finie de N2.
On identifie tout couple (7, j) de © au point du plan d’abscisse i et d’ordonnée j.
On considere une application définie sur €2, & valeurs dans C, et on note z; ; I'image du couple (i, 7).

Soit S = Z z;; la somme des x; ;, quand (4, j) parcourt §2. On dit que S est une somme double.
(.5)€Q

Une méthode habituelle de calcul de S consiste a voir cette somme double comme ’enchainement de

deux sommes simples consécutives.

2.4.1 Somme sur un domaine rectangulaire

Ici Q est le produit cartésien I x J de deux intervalles I = [m,n] et J = [p,q], avec m < n et p < q.

L’ensemble (2 s’identifie alors aux points d’intersection d’une grille rectangulaire du plan.

n q q n
Dans ces conditions S = > @, = > <Z xi,j>: Z(Z xm)
(i,5)€Q i=m “j=p j=p “i=m

La premiere expression évoque un parcours de {2 en colonnes : pour chaque i en abscisse (m < i < n),

q n
on forme la somme « verticale » V; = > x; ; et on termine en calculant > V;.
Jj=p i=m

La deuxieéme expression évoque un parcours de {2 en lignes : pour chaque j en ordonnée (p < j < q),

n q9
on forme la somme « horizontale » H; = _ z;; et on termine en calculant }  H;.
=m

J=p
Il y a donc une « somme interne » et une « somme externe ». Le caractere rectangulaire de € fait que les
bornes de la somme interne ne dépendent pas de '« indice courant » dans la somme externe, et qu’on
peut librement intervertir les deux sommes.

n q q n
Dans la pratique, on écrira indifféremment : S= Y z;; =Y > ;=) > 1

m<ign i=m j= i—p i=m
PSISY =P =P
Dans le cas particulier ot [ = J = [m,n], on pourra écrire S = Y 1y
m<i,j<n
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Mise en facteur de termes indépendants de ’indice de sommation

Considérons la somme S = E T;j, OU x;; peut s'écrire x;; = \; (5 Yi ;-
m<isn
P<I<q

On peut alors factoriser \; dans une somme interne sur j, et ,uj dans une somme interne sur /.
n q q n
Plus précisément, on peut écrire : S = Z (Z i 14 yw) = Z <)\ Z,uj ym> = Z(uj Z A x”>
i=m \j=p i=m j=p i=m
Dans le cas ou x;; s’écrit x; ; = \; 115, la factorisation est encore plus pronconcée ;

Do oo 5 35 ($ ) = 35 (1 5) = (50 (S

t=m \Jj=p i=m

2.4.2 Somme sur un domaine triangulaire

Un cas particulier important est celui ou €2 est un domaine triangulaire du plan.
Pour fixer les idées, supposons que Q = {(4,5) € N?>, 0 <i < j < n}.
n n j
Dans ces conditions S = Z T = Z Tij = Z(Z xi,j): Z(Z Iw)
(i,5)€Q 0<i<j<n =0 “j=1 Jj=0

La aussi, on choisit un parcours de €2 en lignes ou en colonnes, mais il faut prendre garde au fait que
les bornes de la somme interne dépendent de l'indice courant dans la somme externe : l'interversion
nécessite donc un peu de réflexion.

Dans le méme ordre d’idée, on écrira les interversions suivantes (liste non exhaustive) :

n n n % n n n j—1
STy =) ;=Y > xy, ouencore  »  Tj=Y Y Tij=» > T
0<j<i<n =0 i=j i=0 j=0 0<i<j<n i=0 j=i+1 j=1 i=0
n n—j n n—i
Z T = Z Z Ti; = Z x;; (ici, il est trés recommandé de faire un dessin!)
0<i.j<n j=0 i=0 i=0 j=0

0<i+i<n

2.4.3 Sommation par partition

Si 2 est la réunion disjointe de deux ou de plusieurs parties €21, €25, 3, ... du plan, on pourra écrire :
S= > wmij= D>, Tgt D Tt Y Tigo
(1,4)€Q (i,5) €N (1) €92 (i,) €93

Cette méthode est utile lorsque 'expression de x; ; varie en fonction de la position respectives de deux
indices i et j (par exemple selon que i < j, i = j, ou i > j).

On pourra par exemple écrire, si on sait que Q=[m, n]]2 :

me DT+ D T = szﬁzxw +) Ty = Zﬂ?zﬂrZ%
ij

i< i>j 1<j 1> i#j

Il est possible aussi de décrire une zone triangulaire par des paralleles aux diagonales :

n n /n—d
Par exemple (en faisant un dessin!) : Z Ti; = Z( Z :r;”> = Z <Z T i d) Z (Z l‘j+d7j>

0<j<i<n d=0 \ 0<j<i<n d=0 d=0 \j=0
1—j=

Ou encore (et la aussi, on s’aide obligatoirement d’une représentation graphique) :
n n d
S (2 a)- 2 (8 )38 ) -3 (Sne)- (L)

0<i<n \ 0<j<n—i 0<j<n \ 0<i<n—j d=0 \0<i.j<n d=0 d=0 \j=0
it+j=

Mathématiques en MPSI mathprepa.fr Page 35
© Jean-Michel Ferrard


http://www.mathprepa.fr

2.4 Sommes doubles, interversions CHAPITRE 2 : Calculs algébriques

2.4.4 Produits de sommes

Soit X = Z r;etY = Z y; deux sommes finies.
iel jeJ
On développe leur produit en écrivant XY = Z X Z yj = Z TiYj

€l jeJ (i,5)eIxJ
Pour le développement de XY, il faut utiliser deux indices différents !
n n n n
On n’écrira donc jamais : le Z y; = - -, le risque étant l'erreur fatale « Zmz Z Y = inyi »
i=0  i=0 =0 i=0 =

On peut généraliser ce qui précede au développement du produit de plusieurs sommes :

Par exemple, le développement le Z Yj Z 2 = Z x; Y; 2 donne une somme triple.
iel  jeJ k€K  (ijk)EIxIxK

Enfin, les produits de produits ne se comportent pas comme les produits de sommes!

2
Par exemple : [[z; [[y; = [[(z:iv:), ou encore (H x2> = [[ =7 (facile, si on réfléchit d’abord).

el iel el el el

Développement du carré ou du cube d’une somme

Soit I = [m,n] un intervalle d’entiers.

n 2
On peut écrire de plusieurs manieres différentes le développement du carré de la somme (Z xl> :

(zn:xi>2: Zxﬂj:zn:zn:xix]—Zx +sza7j—2x + 2 Z xlsz -

i=m m<i,j<n i=m j=m M<;J<n m<i<j<n
i#]

« Le carré de la somme » c’est donc « la somme des carrés augmentée de tous les doubles produits ».

De la méme maniere, on peut développer le cube d’une somme en distinguant (parmi les z;x;x), du
développement), ceux qui sont des cubes x? (donc obtenus quand i = j = k), ceux qui contiennent deux
fois (et deux seulement) un méme z; et ceux pour lesquels les trois indices i, j, k sont distincts.

Avec un peu de réflexion, on obtient le développement suivant (on a simplifié I'écriture des sommes,
sachant treés bien que les indices i, j, k sont ici compris entre m et n) :

(L) = 3 smm= > 3 S sm = Sl 433wt 465 naym

i=m m<i,j,k<n i=m j=m k=m i#] 1<j<k
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2.5 Systemes linéaires

Dans cette partie, K désigne R ou C.

Conformément au programme, on introduit ici la notation de systeme linéaire de n équations a p
inconnues, a coefficients dans K. Certaines notions théoriques ne seront abordées qu’au second semestre.

2.5.1 Systeme linéaire de n équations a p inconnues

Définition 2.5.1

On appelle systeme linéaire de n équations, a p inconnues et a coefficients dans K tout systeme d’équa-

tions de la forme :
a1+ T+ +ay T+ +apT, = b

a21z1+a22332+---+a2jxj+---+a2p$p:bQ

a1 L1 +ai2$2 + - +aij:vj+---+aip:vp:bi

A1 1+ G2 T2+ -+ Tj+ -+ QppTp = by

Les a;; (qui sont éléments de K) sont appelés les coefficients du systéme.

Les coefficients by, ..., b, (qui sont éléments de K) sont appelés les seconds membres.
On dit que I'élément u = (xy, X9, ..., x,) de KP est le p-uplet des inconnues du systeme.

On dit que u = (z1,2,...,2,) est une solution du systeme si les valeurs zy, 2o, ..., z, satisfont a
chacune des égalités figurant dans (S).

2.5.2 Exemples et définitions complémentaires

— Dans la pratique, on est amené a résoudre des systémes a deux, trois, ou quatre inconnues.
Celles-ci seront alors notées x, vy, z,t par exemple, plutdt que x1, zo, x3, 4.
— Dans le cas n = p, on parle de systeme « carré » :
20+ 3y +52=1
Par exemple (S) {5z +2y + 32z =4  est un systeme carré de taille 3, d’inconnues z, y, z.
3r+5y+22=0

L’enseignement de spécialité maths de la classe de Terminale S comporte une approche matricielle
des systemes linéaires.

2 35 x 1
Par exemple, le systéme (S) précédent s’écrit AX = B,avec A= |5 2 3|, X=|y|etB=|4
3 5 2 z 0

Le point de vue matriciel est tres fécond, et il sera développé plus tard dans 'année. On se contentera
ici de quelques allusions au vocabulaire de la spécialité maths de la classe de T'S.

— Certains systemes peuvent posséder plus d’équations que d’inconnues (donc n > p dans la définition
ci-dessus : on dit qu'un tel systéme est « sur-déterminé ») ou au contraire moins d’équations que
d’inconnues (n < p : systeme « sous-déterminé »).
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20 + 5y — 82 =38 r+ y+ 2+ t+ u=7
dr +3y—92 =9 3r+ 2 z+ t—3u=-2
Exemple Ty (sur-déterminé) et tyT 2 (sous-déterminé)
2043y — 52 =7 y+ 2242t + 6u =23
x4+ 8y —Tz=12 r+4y+ 32+ 3t — u=12
— Certains systemes sont dits triangulaires (ou « en escaliers », ou « en cascades », ou « échelonnés »).
r—3y—z+ t=5 Z2=29
Par exemple, les systemes 2+ z2z—3t=2 et y + z=1 sont échelonnés.
z4+ t=1 r+ y+ 3z=1

— Dans certains cas, I’écriture d'un systeme linéaire (S) peut comporter un (ou plusieurs!) parametre(s).
Il faut alors résoudre en discutant suivant les valeurs du ou des parametres.

r+y—mz=m-+2 ar +by+z=1
Exemples : ¢mz —y+22 =1 (parametre m) ou { z+aby + 2z =0b (parametres a,b)
r—my+z=m-—1 r+by+az=1

Dans la résolution d’un systeme a parametre m, il est important de savoir si m est a valeurs réelles
ou complexes, car les cas particuliers de la discussion ne sont alors pas forcément les mémes.

2.5.3 Interprétation géométrique (deux ou trois variables)

Dans cette sous-section, les coefficients et variables sont supposés appartenir a R.

On identifie ici R? (resp. R?) au plan (resp. a 'espace) muni d’un repére.

— Si (a,b) # (0,0), I'ensemble des (z,y) de R? tels que ax + by = ¢ est une droite du plan.
— Si (a,b,c) # (0,0), Pensemble des (z,y, z) de R? tels que ax + by + cz = d est un plan de P'espace.

ar +by =c
Résoudre ¢ a’x + b'y = ¢’ c’est donc chercher les points communs (éventuels) a des droites du plan.

ar +by +cz=d
Et résoudre { a’'x + b'y + ¢’z = d'  c’est chercher les points communs (éventuels) & des plans de I'espace.

Intersection de deux droites du plan

a f
v ol

On utilise la notation

fy |

| = ad — [v (appelée « déterminant 2 x 2 »). On note que g

Les deux vecteurs («, 3) et (7,0) sont proportionnels si et seulement si ce déterminant est nul.

o
g 9

On considere la droite D d’équation ax + by = ¢, et la droite D’ d’équation o'z + 'y = ¢.
Un vecteur directeur de D est u = (b, —a), et un vecteur directeur de D est v’ = (b, —a').

Un vecteur orthogonal & D est v = (a,b), et un vecteur orthogonal & D’ est v/ = (da/, V).

by =
Soit () : {aaj toy=c le systeme précisant D N D’

adr+by=c

D’apres le cours de TS, le systeme (S) s’écrit AX = B, avec A = (;l, 5,), X = (g) et B = <CC,>

On dit que A est la matrice du systeme (5), et que B est la colonne des seconds membres.
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a

J oy ab' — ba’ le déterminant de (S) (ou encore : le déterminant de la matrice A).

On note

Proposition 2.5.1

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— Les droites (D) : ax + by = c et (D) : d'x + b'y = ¢ ne sont pas paralléles.
— Les vecteurs u = (b, —a) et v’ = (b, —a’) ne sont pas proportionnels.

— Les vecteurs v = (a,b) et v' = (a’,b") ne sont pas proportionnels.
a

— Le déterminant = ab' — ba’ n’est pas nul.

a b

— La matrice A = (CL,
a b

b,) est inversible.

Si les deux droites D et D’ ne sont pas paralleles, elles ont un unique point en commun.

Proposition 2.5.2

a b
a b

On suppose que le déterminant A = =ab — ba’ est non nul.

ar +by =c
oy possede alors une solution unique (x,y).

A, By
Aey—A,o

Le systeme (S) :
Y (5) {a’x+b’y:c’

s \ b
Elle est donnée par les « formules de Cramer » : x = A\, = s, B et Ay = s, CC,

b : . .. 1/bv —b
, | est inversible, alors sa matrice inverse est A~! = — , .

b A\—d «a

‘ B o z\ L[V =b\(fc\_1 [~
Danscecas: AX =B & X=A"'D & <y>_A<—a’ o )\ T A e — e

On retrouve ainsi les formules de Cramer.

Avec les notations de TS, si A = (cCLL’

Cas ot les droites D et D’ sont paralléles

On suppose que D : ax + by = cet D' : a’x + by = ¢ sont paralléles.
Autrement dit, on suppose qu’il existe A dans R tel que (a’,0') = A(a, b).

Les droites D, D’ sont alors confondues et si seulement si (a’, 0, ) = A(a, b, ¢).

ar +by =c

. seréduit a la seule équation ax + by = ¢ de D.

Dans ce cas le systéme (.5) :
Y (5) {a’m—i—b’y:c

. _ axr + by =c .
Si D et D’ sont paralleles mais pas confondues, alors (.5) : { . +;{ , na pas de solution.
a'x y=c

2.5.4 Systéme homogene associé
Définition 2.5.2

Un systeme linéaire est dit homogéne si ses seconds membres b; sont nuls.

A un systeme linéaire (S) on associe donc un systeme homogene (H) en annulant les seconds membres.
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20+ Ty+32+4t=0 204+ Ty+3z2+4t=5

r+3y+5z2—-2t=0 . r+3y+5z—2t=3
est homogene associé a (5) :

rT+05y—92+8t=0 r+0y—92+8 =1

br+3y+42+5t=0 or + 3y + 42 + 5t = 2

Par exemple, (H) :

Structure de la solution générale d’un systéme homogéne

Un systeme homogene a toujours au moins la solution (0, ..., 0) (souvent notée 0 ) dite solution triviale.

Siu= (x1,22,...,1,) et v = (2],25,...,2)) sont deux solutions du systeme homogene (), alors tout

p-uplet w = Au + pv = (Azy + pa'y, Arg + pas, . .., Ar, + px;,) est encore solution de (H).
On exprime cela en disant que la solution générale de (H) est « stable par combinaisons linéaires ».
Avec les notations de TS, le systéeme homogene (H) s’écrit AX = 0 (ou 0 est ici une matrice colonne

de coefficients tous nuls). La regle de calcul AAX + puX’) = AAX + pAX' confirme que si les colonnes
X, X’ sont solutions de (H), il en est de méme de leurs combinaisons linéaires AX + pX'.

Si la solution générale de (H) n’est pas réduite a ﬁ, on montre qu’elle s’écrit comme 'ensemble des
combinaisons linéaires w = Aju; + Aus + -+ - + Ayu, d’un certain nombre r de solutions non nulles
indépendantes (ces détails seront précisés ultérieurement). On dit alors que uq,us, ..., u, constituent
une base de l’espace des solutions de (H).

2.5.5 Structure de la solution générale d’un systéme linéaire quelconque

Le résultat suivant donne la structure de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire quelconque.

Proposition 2.5.3

Soit (S) un systéme linéaire, et soit (H) le systéme homogéne associé. La solution générale de (S),
si_elle est non vide, s’obtient en ajoutant d la solution générale de (H) une solution particuliére de (S).

La proposition précédente se démontre facilement avec les notations de TS.
En effet, soit Xy une colonne solution particuliere du systeme (.5).

Dans ces conditions, la colonne X est solution de (S) si et seulement si AX = B c’est-a-dire AX = AX),
ou encore A(X — Xy) = 0, c’est-a-dire si et seulement si X — X est une solution Z de (H).

La solution générale de (S) s’écrit donc bien X = Xy + Z, ou Z est une solution quelconque de (H).

: ) : IN . 5 T+ 2y =0

Attention ! L’ensemble des solutions de () peut étre vide. C’est le cas par exemple de L9 )
x4+ 2y =

Le résultat précédent indique donc que la solution générale de (S), si elle est non vide, est réduite &
une seule solution (quand (H) n’a que la solution nulle) ou alors qu’elle est infinie.

—u=0
— Par exemple, le systeme (5) : {x N Y 5 possede 'unique solution (z,y) = (1,1).
r+y=
=1
— En revanche, I'ensemble des solutions de (.5) : ; +y | est formé des triplets (1 4+ A, A, 1 — 2X).
Yyrz=

On l'obtient en ajoutant a la solution particuliere (1,0, 1) la solution générale A(1,1,—2) de (H).
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2.5.6 Systémes de Cramer triangulaires

Un systeme de Cramer triangulaire est un systeme linéaire a n équations et n inconnues, qui se présente
sous forme triangulaire (supérieurement ou inférieurement), avec des coefficients diagonaux non nuls.

> Systemes de Cramer triangulaires supérieurs

CL11.’L'1+a12$2+“'+a1j$]’+"'+a1nl’n :b1
a22x2+~~~+a2jxj—|—~~~—|—a2nxn :b2
Dans ce cas, (S) s’écrit :
Ap—1n—1Tn—1 + Ap—1nTpn = bn—l
Qpp Ty = bn
by, ) 1
On trouve alors z,, = —, puis &1 = ————— (bp—1 — Qp_1,0 Tn |,
Apn anfl,nfl
Une fois connus LpyTp—1y---5Lij41, O trouve T; = af <bz = Q41 Tip1 — 0 — Qi LTj — =+ — Qi ZL‘n>
i

> Systemes de Cramer triangulaires inférieurs

a11 21 = b
. o 21 T1 + Q22 T2 = by
Le systeme (S) s’écrit ici :
Ap1 T1 + Apa T + -+ Apj Tj + -+ Qpp Ty, = by,
b .
Dans ce cas, on trouve x; = —, puis x9 = — ( by — as1 71 |,
a1 22
. 1
Une fois connus Tr1,2L9,...,T;_1, 01l trouve : Ty = — bz — Qi1 T — T Qi X — s — Q-1 L1
i

> Systemes de Cramer diagonaux

La matrice du systéme étant diagonale, on obtient immédiatement : Vi € {1,...,n}, x; = —

2.5.7 Opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme

Définition 2.5.3

Soit (S) un systéme linéaire de n équations, a p inconnues et a coefficients dans K.

Notons Ej, Es, ..., E, les équations successives de (S).

On appelle opération élémentaire sur les lignes de (S) I'une des opérations suivantes :

— Multiplier une équation E; par un scalaire non nul o. On note : E; < aoFE;.

— Ajouter a I'une des équations E; un multiple d’une autre équation E;. On note : E; < E; + SE;.

— Echanger deux équations E; et E;. On note : E; <+ E;.

Proposition 2.5.4

Une opération élémentaire sur les lignes de (S) transforme le systéme (S) en un systéme (%) équivalent,
c’est-a-dire ayant exactement les mémes solutions que (S).

On peut enrichir la panoplie des opérations élémentaires avec les opérations suivantes :
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— Remplacer I’équation E; par oF; + SE;, avec a # 0 et j # i.
I1 s’agit en fait de la composée des deux opérations E; < aE; puis E; + E; + BE;.

— Ajouter a ’équation E; une combinaison linéaire des autres équations du systeme.
Une telle opération peut s’écrire E; + E; + Z B;E;.

J#i

— On peut supprimer de (S) toute équation E; qui est combinaison linéaire des autres équations de (S).
En effet si E; = ZﬁjEj, l'opération E; < E; — ZﬁjEj remplace E; par ’équation 0 = 0, qui peut
bien siir étre élirgrzlée du systeme (S). 7

— Méme si c¢’est moins fréquent, on peut adjoindre au systéme (S) une nouvelle équation obtenue par
combinaison linéaire des équations initiales.

On peut interpréter cette modification de (S) en disant qu’on adjoint & (S) la nouvelle équation 0 = 0
(on ne modifie pas I’ensemble des solutions) puis qu’on ajoute a celle-ci une combinaison linéaire des
équations initiales.

2.5.8 Meéthode « du pivot de Gauss »

> Principe de la méthode

Le principe est le suivant : par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le systéme (S) en un
systéme (X)) équivalent et dont la matrice est échelonnée supérieurement. La résolution de (¥) donne
alors les solutions de (S).

> Mise en ceuvre de la méthode

a11x1+a12x2—|—---+a1ja7j—|—---+a1pxp :b1

A1 T1+ ATy + -+ A T+ - Fag T, =b
Considérons le systeme : (S)

ain@ +apTy +- Fagri oo tapr, =b

a1 1+ Qa2+ -+ Anj &5+ Ay =y

Supposons dans un premier temps que a;; est non nul.

On effectue alors des opérations élémentaires, avec a;; comme pivot, pour annuler les coefficients de x4
dans les équations Es, E3, ... E, :

a11$1+(112$2+"‘+(11j1’j+"'+(Z1pl‘p :bl
Ey < anks —anky Ugy Tg + -+ + Ay x5+ -+ + ag,w, =
Avec S E; < apE; —anE;  (S) devient :  (5) ‘ B
'Z 7 7 a{isz+"'+a;jxj+"'+a;pxp :b;
E, < anE, —ank -
Upg T2 + -+ @ x5+ +ay, v, =b,
Mathématiques en MPSI mathprepa.fr Page 42

© Jean-Michel Ferrard


http://www.mathprepa.fr

2.5 Systémes linéaires CHAPITRE 2 : Calculs algébriques

Supposons maintenant que le coefficient a), est non nul.

Les opérations élémentaires E; +— a)E; — aj,Es (avec 3 < ¢ < n) conduisent a :

a1 T+ a2 To + @133 + Q4 Ty + - F a1 T, = by

/ / / !/ L/

(g Ty + Az T3 + Aoy Ty + -+ -+ a1y = b

" " " N/

(") (33 T3 + Qg Ty + -+ ag, T, = b
" " " N/
an3x3+an4m4+“'+anpxp _bn

On poursuit ainsi la mise sous forme échelonnée de la matrice du systeme.

A un moment donné, il est possible que le coefficient diagonal qui doit nous servir de nouveau pivot
soit nul (mais alors ce n’est pas un pivot!) : dans ce cas on échange ’équation concernée avec I'une des
équations suivantes de maniere a obtenir un pivot non nul.

Il se peut que tous les pivots potentiels pour passer a I’étape suivante soient nuls. C’est le cas dans (S”)
par exemple, si tous ajs, als, ..., als sont tous nuls : dans cette situation particuliere, on s’intéressera
au coefficient af, (s’il est non nul) ou a défaut aux coefficients ayq, . . ., an4, ete.

> Forme finale du systéme

A la fin de la méthode, (S) a été transformé en un systeme échelonné supérieurement (X), et qui peut
se présenter sous trois formes suivantes, dont voici les représentations symboliques.

0 0

Premier cas Deuxieme cas Troisieme cas

Premier cas :

Dans cette représentation symbolique, on voit bien la diagonale des pivots non nuls. Le cas évoqué ici
est donc celui d'un systeme de Cramer, ramené a une forme triangulaire supérieure, qu’on résout « en
cascades », ce qui donne la solution unique de (S).

Deuxiéme cas :

Il y aici des inconnues en surnombre (c’est la zone marquée du symbole ). Ces inconnues excédentaires
(ou non principales) sont alors reportées au second membre, ou elles jouent le role de parameétres
arbitraires. On résout le systeme par rapport aux inconnues principales. C’est alors un systeme de
Cramer, dont 'unique solution s’exprime en fonction des inconnues non principales. La présence de ces
valeurs arbitraires fait que (S) possede une infinité de solutions.

Troisieme cas :

Ici il y a des équations en surnombre, dites non principales. Leurs premiers membres sont nuls.
Tout dépend alors de leurs seconds membres (c’est la zone marquée d’'un ) :

— Si l'un d’eux est non nul, alors (X) et donc (S) n’ont pas de solution.

— Si tous ces seconds membres sont nuls, () se réduit a ses équations principales, qui forment un systéeme
de Cramer. (S) admet donc une solution unique, obtenue en résolvant ce systeme « en cascades ».
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2.5.9 Trois exemples

‘ Premier exemple ‘

r + 2y + 3z 4+ 4t = 11
Résoudre le systeme (S) : gi i ii i 42 1 2;& i g
ir + y + 22 4+ 3t = 14

On applique la méthode du pivot, et on procede par équivalences

r + 2y + 3z + 4 = 11 = r + 2y + 3z + 4 = 11
2v 4+ 3y + 4z + t = 12 By < 2E; — Eo y + 2z + Tt = 10
v + 4y + 2z + 2t = 13 Es <+ 3E; — E;3 2y + 8 + 10t = 20
dr + y + 2z + 3t = 14 E, « 4E; — E4 Ty + 10z + 13t = 30
r + 2y + 3z + 4t = 11
= y + 2z 4+ Tt 10
E3 — E3 — 2E2 4z — 4t = 0
E4s « TE; — Ey 4z + 36t = 40
r + 2y + 3z + 4 = 11 t=1
y + 2z 4+ Tt 10 z=t=1
— 4r — 4 = 0 TV y=-22-Tt+10=1
(Ey + E4 —Ej) 40t = 40 r=11-2y+32+4t =2
Le systéme (.S) possede donc 'unique solution (z,y, z,t) = (2,1,1,1).
‘Deuxiéme exemple‘
r + 3y + 5z — 2t — Tu = 3
) . 3r + y + 2z — 2t — u =1 . . ,
Résoudre le systeme (5) % — y — 32 4+ Tt 4+ bu = 2 (ot A\ un parametre réel)
3r — 2y — 5z 4+ Tt 4+ 8u = A\
On applique la méthode du pivot, et on procede par équivalences :
= r + 3y + 5z — 2t — Tu = 3
(S) E; < (3E; — Eg)/2 dy + Tz — 2t — 10u = 4
Ey « 3E; —E4 11y + 20z — 13t — 29u = 9-— A\
r + 3y + S5z — 2t — Tu = 3
= 9y + 7z — 2t — 10u = 4
Es + (4E3 — 7E5)/3 z — 10t — 2u = —4
E, <+ 4E, — 11E, 3z — 30t — 6u = —4X—-38
r + 3y + 52 — 2t — Tu = 3
9 + Tz — 2t — 10u = 4
= z — 10t — 2u = —4
(E4 +— B4 — 3E3) 0 = 4—4\
On constate que si A # 1, alors (S) n’a pas de solution.
Supposons donc A = 1. Le systeme () se réduit au trois premieres équations ci-dessus.
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On constate qu’on obtient un systeme de Cramer par rapport aux inconnues z,v, z, a condition de

traiter les variables t et u comme des parametres arbitraires.

Voici comment se termine la résolution de (5) :

r 4+ 3y + bz = 3 4+ 26 + Tu
(S) <~ dy + 7z = 4 4+ 2t + 10u
z = —4 + 10t + 2u
E; + E; — 5E; r+3y =23 —48t —-3u E;+E —3E;, [z =-1 43t
Es + (Ey — 7E3)/4 y = 8 —17 —u = y =8 —1Tt —u
= z =—4 +10t +2u z =—4 +10t +2u

Les solutions de (S) sont les 5-uplets A = (x,y, z,t,u) qui s’écrivent :
(x,y,z,t,u) = (—=143t,8 =17t —u, —4 + 10t + 2u, t,u)
= (—~1,8,-4,0,0) + (3, —17,10,1,0) + u(0, —1,2,0,1)
ou t et u ont des valeurs arbitraires.

On voit bien ici la structure de I’ensemble des solutions : a la solution particuliere Ag = (—1,8, —4,0,0)
(obtenue pour t = u = 0), on ajoute la solution générale du systéeme homogene (H) associé a (.5), et la

solution générale de (H) est le plan engendré par (3,—17,10,1,0) et (0,—1,2,0,1).

‘Troisiéme exemple‘ XX+ y + oz 4+ t = 1
, \ . r+ Ay + z + t = -2
Résoudre le systeme (.5) : B
xr+ y + z + XX = 3

Il est ici rentable d’adjoindre a (S) une nouvelle équation combinaison linéaire des équations initiales.

Plus précisément on va lui adjoindre 1’équation E; + Es + E3 + Ej.
X+ oy + 2z 4+ t =1
z

T+ Ay + + ot o= =2

On obtient le systéme équivalent : xr + y + X + t =0
T+ Yy + oz 4+ M =3

A+3)(z+y+z+t)= 2

On voit tout de suite que le systeme n’a pas de solution si A = —3.
Supposons donc \ # —3.
On peut alors remplacer Es par Es = E5 /(A + 3).

On obtient
A+1
e + oy + oz + ot =1 E, « E, —E; (A—l)wzm
r 4+ oy + A+ t =0 E; « E; — E; ;+3
T + Y -+ z + M = 3 E4<—E4—E5 <)\_1>sz
2
xr + + z + = — —
\+3 (A= 1= 22ET
A+3

On voit que si A = 1 le systéme (S) n’a pas de solution.
On suppose donc que A n’est ni égal & —3 ni égal a 1.

Le systéme (.S) possede alors une solution unique (z,y, z,t) donnée par :
1
A—1)(A+3)

(x, y, z, t) = ( (A+1, =2A =8, =2, 3\ +7)
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