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Chapitre 11

Structures algébriques

11.1 Lois de composition

> SOlutiOn 11.1.1 ............................................................................................................

1. Dans (H),onpose z =v=eet y=u=f.
On obtient donc (e x f) o (fxe) = (ce f)*x(feoe).
Avec les définitions de e et f, on trouve f e f = exe, puis f =e.

2. Dans (H), on pose y = u = e, et on laisse = et v quelconques.
V(z,v) € E?, (xxe)o(exv) = (ree)x(cov).
Sachant que e est neutre pour les deux lois, on en déduit :
V(z,v) € E?, 7 ev =z xv : Les lois x et e sont donc identiques.
3. On a maintenant : V (z,y,u,v) € B4, (zxy) * (uxv) = (zxu)* (yxv) (K).
Dans cette égalité, on choisit y = e, les trois autres étant quelconques.
On en déduit : V¥ (z,u,v) € E3, (zxe) * (uxv) = (x *u) * (e *v), c’est-a-dire :
Y (z,u,v) € B3, xx (uxv) = (x*u)xv : la loi x est associative.
Enfin, dans (K), on pose x = v = e, les deux autres étant quelconques.
On en déduit : V¥ (y,u) € E?, (exy)* (u*xe) = (exu)x (y*e), c’est-a-dire :

Y (y,u) € E%,y*xu=uxy : laloi x est commutative.

S SOlution i I I 2 A R RREE
Pour tous réels x,y, z, on a :
(xxy)*z =[kzy+K(x+y)|xz
= kkzy + k' (z +y)] 2 + k' [kzy + k' (x + y) + 2]
= k2wyz + kK (vy + x2 +yz) + K [K(z +y) + 2]
On remarque que la loi * est commutative.
On peut donc écrire zx (y*2) = (yx2) *x = (2 % y) x x.
On obtient donc x * (y x z) en échangeant z et z dans l'expression de (z % y) x z.
Ainsi z x (y x 2) = k?zyx + kk'(2y + z2 + yx) + K [K' (2 + y) + ).
On en déduit : (xxy)*z—xx(y*xz) =K (K —1)(x — 2).
La loi % est associative < cette derniére quantité est nulle pour tous z, z.

Conclusion : la loi * est associative < k' € {0,1}.
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11.1 Lois de composition CHAPITRE 11 : Structures algébriques

S Solution 11.1.3 ............................................................................................................

1.
2.

La symétrie de la définition prouve que la loi x est commutative.

Pour toute partie Ade F,ona: AND=0=Ax0=AU)=A.
Autrement dit, () est neutre pour la loi *.

On remarque que pour toutes parties A, Bde E,ona AxB D> AUB.
On ne peut donc avoir Ax B = () que si A = B = ().
() est donc le seul élément de P(FE) a avoir un inverse (il est son propre inverse.)

Soient A, B, C trois parties quelconques de F.
— Si A, B, C sont deux a deux disjointes, alors
Ax(B*xC) =Ax(BUC)=AU(BUCQC)
=(AUB)UC =(AxB)UC =(AxB)xC
- SiANB#(Qalors AN(B*C) #( car BxC D B.
On en déduit : Ax (BxC)=FEet (AxB)xC=E+xC=E.
— De méme, si ANC #Qousi BNC # P alors Ax(BxC)=(AxB)xC =E.

— Dans tous les cas, on a donc Ax (BxC) = (AxB)*xC : laloi x est associative.

S Solution 11‘1.4 ............................................................................................................

. La symétrie de la définition prouve que la loi x est commutative.

. Pourtout ACE,ona: AxE=(ANE)U(ANE)=AU(AND)=AU)=A.

Autrement dit, F est neutre pour la loi *.
Soit A une partie de E. On constate que Ax A= (ANA)U(ANA)=AUA=E.
Tout élément de A est donc son propre symétrique pour la loi *.
On remarque que pour toutes parties X,Y de F, on a :
X+xY =(XNnY)u(XnY)=(XuX)N(XuY)n(YuX)n((Yuy)
=EN(XUuY)N(YUX)NE=(XUY)N(YUX)
Soient A, B, C' trois parties quelconques de E.
On utilise les deux définitions possibles de * pour évaluer (A * B) x C. On trouve :
(AxB)xC = |[[(AUB)N(AUB)|UT| N [(ANB)U([ANB)UC]
= (AUBUC)N([AUBUC)N |[[(AUB)N(AUB)| UC]
=(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUC)N(AUBUQO)
Puisque la loi * est commutative, on a A% (B*xC) =A% (C*B) = (C % B) % A.
Pour obtenir A x (B x C), il suffit donc d’échanger A et C' dans l'expression de (Ax B) x C.
Or on voit que cette expression est invariante dans cet échange.
On en déduit Ax (BxC) = (Ax B)xC : la loi x est associative.

S Solution 11.1.5 ............................................................................................................

1. Soit a un élément régulier de E.
Tha=y*xa=T =
Par définition, pour tous z,y de E, on a : Y 4
a*xr=axy=>xr=1y
Les applications { o x> 2 xa sont donc injectives de E dans F.
Ja:TH>axx
Or E est un ensemble fini. Ces deux applications sont donc bijectives.
En particulier, il existe a’ dans E tel que dy(a’) = e, c’est-a-dire tel que a’ xa = e.
De méme, il existe a” dans F tel que g,(a”) = e, c’est-a-dire tel que a x a” = e.
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On peut alors écrire, en utilisant ’associativité :

/

ax(axad)=d

*xe=a

/

a x(axa’) = (a xa)*ad"

=exa’=d"

Ainsi «’ = d” donc a’ xa =axa' =e.
Conclusion : a’ est I'inverse de a pour la loi *.
2. On se place par exemple dans Z muni de la multiplication.
Cette loi est associative et tout élément non nul est régulier (simplifiable).
Pourtant seuls 1 et —1 possedent un inverse dans Z pour cette loi.

S Solution 11.1.6 ............................................................................................................
L’hypothese sur a signifie : Vo € E,Jy € E,aya = x.

En particulier, il existe un élément b de E tel que aba = a.

Soit z un élément quelconque de F.

Toujours par hypothese, il existe y dans E tel que aya = .

En utilisant ’associativité de la loi, on constate alors que :

z(ba) = (aya)(ba) = (ay)(aba) = (ay)a = x
(ab)z = (ab)(aya) = (aba)(ya) = a(ya) = x

Autrement dit, ab est neutre “a gauche” et ba est neutre “& droite”.
En particulier (ab)(ba) = ab et (ab)(ba) = ba.

Conclusion : I'élément e = ab = ba est neutre dans FE.

> Solution 11.1.7 ............................................................................................................

. Jo: T a*xx
1. Par hypothese, les applications sont injectives.
dp:xr—x*b

Or E est un ensemble fini.

Ces deux applications sont donc bijectives.

En particulier, il existe e dans E tel que g,(e) = a.
De méme, il existe f dans E tel que dy(f) = b.
Avec ces notations, on a doncaxe =a et fxb=0b.

2. Pour tout x de F, en utilisant I'associativité de la loi x, on a :
ax(exz)=(axe)*xx=a*x

On en déduit exx = .
De la méme maniere :
(x*xfyxb=xx(f*xb)=x*b

Donc z * f = x.

3. Ce qui précede montre que e est neutre “a gauche” et f est neutre “a droite”.
En particulier e x f = f (e neutre & gauche.)
De la méme maniere : e x f = e (f neutre a droite.)
Conclusion : I'élément e = f est neutre dans F pour la loi *.
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S Solution 11.1.8 ........................................................................................

Soient R, 8 et T trois relations sur F.

Onpose U= R +x8et V=8%T.

I1 faut montrer (R x8) *T = R x (8 % T), c’est-a-dire UxT = R + V.

Soient a, b deux éléments quelconques de F.

Il faut prouver ’équivalence a (U*T)b < a(R xV)b. Or :
a(U*xT)b < Jze E alx et 2Tb

< dJere E,dy e E,aRy,ySx, xTb
< dye E,aRy,yVb
< a(R*V)b

Conclusion : la loi x est associative.

Remarque : la relation “égalité” est neutre pour la loi *.

> Solution 11.1.9 ........................................................................................

1. Par symétrie de la définition, la loi x est évidemment commutative.
D’autre part, il est clair que 0 est neutre : Vx € E,z %0 = x.

2. Chercher les inverses éventuels d’un réel a, c¢’est résoudre ’équation a x z = 0.

Mais axx =0 < a+z +sin(az) = 0.

Posons par exemple a = 4, et soit f Papplication définie par f(x) =4 + = + sin(4z).

Voici la courbe représentative de f :

Graphiquement, on voit que f possede trois racines distinctes o < 8 < 7.
Cela signifie que «, 5,7 sont trois inverses de a = 4. Plus précisément :

~ f(=3m)=4— 37~ 0—.712388981 < 0

— f(—4m) =4 - i7 + $V/3 ~ 0.6772352000 > 0
~ f(=Ir)=4-1r—3v/3~ —0.5312168350 < 0
— f(—7) =4 — 7w~ 0.858407346 > 0.

f e 3 4 7
On en déduit —37 <a < —3m < B < —gm <7y < —7.

On montre que : a ~ —4.562912597, 5 ~ —3.902602873 et v ~ —3.326370012.

3. On sait que si une loi sur E est associative et s’il y a un élément neutre, alors I'inverse d’'un élément a,

s’il existe, est unique.
Rappelons la démonstration. Si a’ et a” sont deux inverses de a, on a :

a x(axa") = (a'xa)*a"” donc a’ xe =exa” donc a’ =da”.
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Dans notre exemple, le fait que a = 4 ait plusieurs inverses montre que x n’est pas associative, mais cette
“méthode” est évidemment une farce. Il est en effet bien plus rapide d’exhiber trois éléments x,y, z tels

que T x (y*2) # (z*y) * 2.
Posons par exemple x = 2, y = 7 et z = 1. On constate que :
rzhk(yxz) =2x(mxl)=2%(m+1)
=34+ m+sin(2(r+1)) =3+ 7 +sin2
D’autre part :
(xxy)*z =2xm)*x1=2+7m)*1
=3+7m+sin((2+7)1)=3+71—sin2# zx(y*2)

S SOlution 11.1.10 ..........................................................................................................

1. Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1.
Une loi sur E est une application de ' x E sur F.
Or card(E x E) =n2. 1l y a donc n™ possibilités.
Par exemple il y a 5%° = 298023223876953125 lois sur un ensemble & 5 éléments.

2. Posons E = {x1,22,...,2,}. On définit une loi * commutative sur £ en se donnant les z; x x; dans E

avec 1 <1 <7< n.
n(n+1)

Comme il y a @ tels couples (7,7),il yan™ 2 lois commutatives sur E.

Il y a par exemple 5 = 30517578125 lois commutatives sur un ensemble & 5 éléments.

> Solution 11.1.11 ..........................................................................................................
1. On peut citer E = P(F) muni de la loi “réunion” ou de la loi “intersection”.

On peut également citer £ = Z muni de la loi “pged” ou de la loi “ppcm”
2. — Pour tout x de F on a x xx = x c’est-a-dire x Rz : la relation R est réflexive.

— Soient z,y dans E tels que xRy et yRzx. Alors zxy =y et yxx = z.
Or la loi x est commutative.

On en déduit = = y : la relation R est antisymétrique.

— Soient z,y, z dans F tels que xRy et y R z.
Onadoncxxy=yety*xz=z
La loi x étant associative, on en déduit

xxz=xx(y*z)=(xry)*xz=yxz=12

Autrement dit x R 2z : la relation R est transitive.

— Conclusion : R est une relation d’ordre sur E

3. On montre tout d’abord que z * y est un majorant de {x,y}.
Par symétrie, il suffit de vérifier que z R (x x y).
Celarésulte de zxx =z. Eneffet : % (zxy) = (zx2)xy =2 %y.
Enfin soit z un majorant de = et de y, c’est-a-dire tel que xxz =z et yxz = z.
Il reste & montrer que z est un majorant de = x y.
Eneffet (zxy)xz=a*x(yxz)=x%2=2.
Conclusion :

Pour tous z,y dans E, x *y est la borne supérieure de {z,y} pour la relation R.

S Solution I S P I 2 R R R R R
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1. Soient a, b deux éléments quelconques de E.
La premieére partie de I’hypothese donne bxa < b et bxa < a.
Avec x = bx a, la deuxiéme hypotheése donne alors bxa < a *x b.
En échangeant les réles de a et b, on a alors axb < bxa donc axb=">bx*a.
Conclusion : la loi x est commutative.

2. Soit a un élément de FE.
La premiere partie de I’hypothese donne a xa < a.
Avec x = a = b, la deuxiéme hypotheése donne alors a < a * a.
Conclusion : pour tout a de E, on a : axa = a.

3. Soient a, b, ¢ trois éléments quelconques de F, avec a < b.
On sait que axc < a < b.
D’autre part a xc < c.

o faxe<o
Les inégalités donnent alors axc < bxec.
axc<c

Soient a, b, ¢, d quatre éléments quelconques de F, avec

o
NN
IS

axc<bxc

<
cxb<dxb
On en déduit a x ¢ < b*d, ce qu’il fallait démontrer.

D’apres ce qui précede, on a

4. Soient a, b, ¢ trois éléments quelconques de E.
Ona(axb)*xc<axb<a.
De méme on a les inégalités (a * b) * ¢ < b.
On a aussi (a*b) xc < c.

(axb)xc<b
Ainsi = (axb)xc<bxc.

(axb)*c<ec

(axb)*xc<a

Les inégalités donnent finalement (a *b) x ¢ < ax (b*c).

(axb)*xc<bxc
En utilisant ce résultat et la commutativité de la loi x, on peut alors écrire :

a*x(bxc)=((bxc)xa=(cxb)xa<cx(bxa)=(axb)xc

Finalement on voit que a * (b*c) = (axb) * ¢ : la loi x est associative.

S Solution 11.1.13 ......................................................................................

1. Soit a un élément de E pour lequel les applications g, et d, sont surjectives.
Il existe donc e dans E tel que dy(e) = a, c’est-a-dire e x a = a.
De méme, il existe f dans E tel que g,(f) = a, c’est-a-dire a x f = a.
Soit x un élément quelconque de F.

da(y) = yxa=z

Par hypothese, il existe y, z dans E tels que c’est-a-dire

ga(2) = axz=2x

Onen déduit : zx f=(yxa)xf=yx(axf) =y*xa=uz.
Deméme:exz=ex(axz)=(exa)xz=axz=z.

Ainsi, pour tout x de F,onaxx f =z etexx = x.

En particulier avec x = e puis £ = f on trouve ex f = e puis e x f = f.
On a donc e = f, et x xe = exx = x pour tout = de E.

L’élément e est donc le neutre.
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2. On sait qu’il existe un élément neutre e dans E pour la loi *.
Soit a un élément quelconque de F.
Puisque d, est surjective, il existe o’ dans F tel que d,(a’) = e c’est-a-dire @’ xa = e.
Puisque g, est surjective, il existe a” dans F tel que g,(a”) = e c’est-a-dire a xa” = e.
que gq J ) que gq
ax(axd)=d xe=d
On a alors
ax(axad’)=(a*xa)xad" =exa’ =d"
Ainsi I'élément o’ = a” vérifie a’ xa = axa’ = e : il est I'inverse de a.

Conclusion : tout élément de E possede un inverse pour la loi *.

S Solution I I I 1 A R R R

Soit a un élément de E.
La suite de terme général a™ est a valeurs dans I’ensemble fini E.
Il existe donc nécessairement deux entiers p et ¢ > p tels a? = aP.
Posons 7 = q—p > 0. On a a? = aP™".
On en déduit Vm > p,a™ = ™" (on a multiplié par aP).
Autrement dit, la suite des a™ est r-périodique, a partir de a”.
On peut donc écrire : Vm > p,¥Vn > 0,a™™" = ™.

P

p puis m = nr, on en déduit : a®™ = a™.

On a ainsi trouvé un élément x = a™ tel que 22 = z.

Si on choisit n tel que nr

11.2 Groupes et sous-groupes

S SOlutiOn 11.2.1 ............................................................................................................

1 1 1

=y .
= zy en multipliant par y a droite et a gauche.

1. L’hypothese (yz)~! =y~ la s'écrit 271y~

On obtient yz~!

On en déduit : 22y? = x(zy)y = z(yz~ )y = (2y)(z"y) = (zy)(zy) ' =e.
Mais I’égalité z2y? = e signifie que (22)~! = 2, ce qu'il fallait prouver.

2. On trouve successivement :

x4 — $2x2 — (y2)_1x2 — y_l(y_lx)l‘ — y—l(x—ly—l T

=@ ey ) = () My ) = (@7 ly)(y ) =e
2

On a donc obtenu z* = e. Il en découle y* = W) =@*)2=@YH) =

> Solution 11‘2.2 ............................................................................................................

Dire que I’application  — ™! est un morphisme, c’est dire que :
V(z,y) eGP aly ™t = (ay) =y e

Mais pour tout a de G, 'application a — a~! est une permutation du groupe G.

On obtient donc une proposition équivalente si on remplace =1 par z et y~! par y :
V(z,y) € G? ay = yx

Ainsi lapplication  — ! est un morphisme < la loi de G est commutative.

S Solution 11.2.3 ............................................................................................................
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— Puisque la loi x est commutative, il en est de méme de la loi 7.
En effet, pour tous a,bde G : aTb=axbxa=bxaxa = 0bTa.

— Pour tous a,b,cde E, on a: aT(bTc) =aT(bxc*xa) =axbrxcxa*a.
De méme : (aTb)Tc= (a*xb*a)Tc=axbrxaxcrxa=a*b*c*ax*a.
La loi T est donc asscociative.

— On constate que o/ est neutre pour la loi 7.

En effet, pour tout a de E : aTo/ =axaxa' =axe=a.

— Soit @ un élément quelconque de G.
On constate que b = a’ x o/ x o/ est inverse de a pour la loi 7.
En effet aJb=axd xa' xa' xa=exa' xe=<a'.

— Conclusion : muni de la loi T, 'ensemble G est un groupe abélien.

S SOlution I 20 R R

Considérons 'application ¢ défini sur R par ¢(z) = /3.

Pour tous réels z,y on a : (x +y)'/3 = 21/3 % y/3 cest-a-dire p(x +y) = p(z) * (y).
L’application ¢, qui est bijective, est donc un isomorphisme de (R, +) sur (R, *).
On en déduit que (R, *) est muni d’une structure de groupe commutatif.

Plus précisément, le neutre de (R, x) est 0 et le symétrique de = pour la loi x est —z.

S Solution B 2 TR R EERTE

— Soit a fixé dans G : il existe a, 8 dans G tels que a = aa = fBa.

Soit b quelconque dans G : il existe z,y dans G tels que b = ax = ya.
ba = (ya)a = ylaa) =ya =»b
Bb = B(ax) = (fa)r =ax =1b

En particulier, en choisissant b = S puis b=« : fa = = a.

On en déduit : {

Ainsi I'élément e = a = [ vérifie Vb € G, eb = be = b : e est élément neutre.
— Soit a un élément de GG. On sait qu’il existe u, v dans G tels que e = ua = av.

On a alors u(av) = ue = u et u(av) = (ua)v = ev = v. Donc u = v.
L’élément u = v vérifie donc ua = au = e : u est 'inverse de a.

— Conclusion : I’ensemble G est donc muni d’une structure de groupe.

S SOlutiOn 11.2.6 ............................................................................................................

Ve r=a"ya=p,1(y).

Ainsi @, est une bijection de G et la bijection réciproque est @, 1.

— Soit a dans G. Pour tous, z,y de G, on a : y = @,(x) = axa™

— Soit @ dans G. Pour tous z,y de G, pq(2y) = a(zy)a™t = (aza™)(aya™') = @q(z)pp(x).
Ainsi ¢, est un automorphisme du groupe G.

— Soient a, b deux éléments de G.
Pour tout x de G, (0 ¢a)(z) = wp(aza™t) = blaza™')b~! = (ba)z(ba) ™ = ppa ().
Autrement dit ¢y 0w, = e : application ¢ : a — ¢, est donc un morphisme du groupe G dans le
groupe Aut(G) des automorphismes de G.

— Le noyau de ¢ est formé des éléments a de G tels que ¢, = idg.
Or p, =idg & Vre G,z =azxa™! & Vzc G, za=ax.
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Le noyau de ¢ est donc I'ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G (on
parle du centre de G.)

Remarque : les automorphismes ¢, sont appelés automorphismes intérieurs de G.

S Solution 11.2.7 ............................................................................................................

Rappelons que dans un groupe d’ordre n, on a £ = e pour tout = de G.

Par hypothese, il existe deux entiers u et v tels que un + vk = 1 (identité de Bezout.)
Pour tout y de G, on a donc y = y*" ok = (y™)4(y*)¥ = (y*)F = zF avec x = y°.
Ainsi application  — z* est surjective de G' dans lui-méme.

Comme G est un ensemble fini, ¢’est une permutation de G.

S Solution 11.2.8 ............................................................................................................
Soit G = {e,a,b,c} un groupe d’ordre 4, de neutre e.

Si on montre par exemple ab = ba, on aura prouvé que G est commutatif.

L’égalité ab = b est impossible car elle impliquerait a = e par simplification.

Il en est de méme de I’égalité ab = a.

On a donc ab € {e, c}, et de méme ba € {e, c}.

— Si ab = e ou si ba = e, alors b est 'inverse de a. Il en découle ba = ab = e.

— Le seul cas restant est donc ab = ba = c.
Conclusion : G est un groupe abélien.

Remarque : & un isomorphisme pres, il n’y a que deux groupes d’ordre 4, qu’on note Z /47 et (Z/27) x (7. /27.)
avec des notations classiques.

S Solution 11.2.9 ............................................................................................................

La réponse est négative car la loi x n’est pas associative.
Eneffet :x%x(y*x2z)=xxt=zet (zxy)xz=t*z=uwx.

On vérifie cependant que e est élément neutre, et que tout élément de ’ensemble est inversible (car égal a
son propre inverse.)

S Solution 11.2.10 ..........................................................................................................
On a a?b = a(ab) = a(ba®) = (ab)a® = (ba?)a® = b(a’)a = ba.
De méme, on a les égalités :
ab® = (ab)b? = (ba®)b? = ba(a?b)b = ba(ba)b = b(ab)ab
= b(ba?)ab = b*a?(a?b) = b?a?(ba) = b*(a?b)a
= b%(ba)a = b3a?

» Solution 11.2.11 ..........................................................................................................
Remarque : Les parentheses dans les hypotheses de 1’énoncé sont rendues nécessaires par le fait qu’on ne
sait pas si la loi multiplicative de E est associative.
En particulier, b%b signifie (bb)b, qui peut étre différent de b(bb).
— La premiére hypothese indique que 'application a — a? est constante.

Notons e cette constante et montrons que e est neutre pour la loi *.

Remarquons que la loi * s’écrit maintenant : a x b = a(eb).
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ae =a (1)
Les hypotheses deviennent donc : V (a,b,c) € E3,{ e(bc) = cb (2)
(ac)(bc) = ab (3)
On constate tout d’abord que e’e = e? = ¢
Pour tout élément a de G, on a donc : ax e = a(e’e) = ae = a.

De méme, avec 'hypothese (2) : e x a = e(ea) = ae = a.

— Montrons que x est associative. Soient a, b, ¢ trois éléments de G. On a :
ax(bxc) =ax(blec)) =a(e(blec)))
=a((ec)b) (hypothese 2)
De méme :
(axb)*c) = (a(eb)) (ec) = (a(eb)) ((ec)e) (hypothese 1)
= (a(eb)) (((ec)b) (eb))  (hypothese 3)
=a((ec)b) (hypothese 3)

— Montrons que I'inverse d’un élément a de GG pour la loi x est ea.
On a en effet :
ax(ea) =a(e(ea)) = alae) =ala) =e

(ea) xa = (ea)(ea) = (ea)? = e

— La loi x est donc associative, il existe un neutre et tout élément posseéde un inverse : I’ensemble £ muni
de la loi x est donc un groupe.
-1 I’

— Inversement, soit (G, *) un groupe de neutre e (on note z inverse de z.)

On définit une loi sur G en posant : V(z,) € G,xy = x *y '

On constate que, pour tous éléments a,b,c de G :

a? =axal=e=0
a(b?) :ae—a*efl—a*e—a
a’(bc) = e(be) =ex* (bc)~ ( o) l=bxc ) t=cxbl=cb
(ac)(bc) = (a*c™ 1)*(b*c ) =(axc ) *(cxb7h)
=ax(ctxe)xb P =axexbl=axb"!=ab

Enfin, on a bien : V (a,b) € G2, a(b?b) = a(eb) = a(exb™!) =a(b™!) = a* (6_1)71 =ax*b.

S Solution 11.2.12 ..........................................................................................................

1. La loi % est visiblement commutative.

Pour tous réels x,y,z, on a :
(x*xy)*z=(r4+y—zy)+z—(x4+y—zy)z=c+y+z—ay—x2—Yyz+ Yz
De méme, en utilisant la commutativité :
*(yxz)=(z*y)*x=z4+y+r—zy—zx—yxr+zyr = (xxy) * 2

La loi % est donc associative. De plus il est clair que 0 est élément neutre.
Soit x et 2’ deux réels. 7’ est inverse de x si et seulement si 2’ x z = 0.
Orz’xx=0 & 2/(x — 1) =z, qui ne posséde pas de solution 2’ si z = 1.
On en déduit que (R,*) n’est pas un groupe (1 n’a pas d’inverse.)

2. Remarquons que pour tous réels x et y,ona: 1 —ax*xy=1—z—y+ay=(1—z)(1—y).
Il en découle que si x # 1 et y #£ 1 alors z xy #£ 1.
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Autrement dit R — {1} est stable pour la loi *.
On note encore * la restriction de cette loi a R — {1}.

Cette restriction est toujours associative et commutative, et 0 est encore élément neutre.
L x
Un calcul précédent montre que pour tout z #1:2'xz =0 & 2/ = 1
x u—
Cet élément 2/, qui est distinct de 1, est donc l'inverse de = dans (R — {1}, %).
Conclusion : (R — {1},*) est un groupe abélien.

Remarque : on obtient une démonstration plus rapide en notant que 1’égalité
Ve,yeR, 1l—zxy=1—-z—y+ay=(1—-2)(1—vy)
s’écrit (remplacer x par 1 —x et y par 1 — y)
Ve, yeR 1-(1-2)x(1-y)=(01-(1-2)1-(1-y) ==y

ou encore p(zy) = @(x) x p(y) avec ¢ 1t — 1 —t.
L’application ¢, qui est bijective de R — {1} sur R* est donc un isomorphisme de (R*, x) sur (R —{1},x).
Ainsi (R — {1}, %) est un groupe abélien.

3. On sait qu’on a 'égalité 1 —xxy = (1 — z)(1 — y) c’est-a-dire p(x *y) = p(z)e(y).
On en déduit p(z(™) = (p(z))" (récurrence évidente).
Autrement dit : V2 € R,Vn € N, 1 — 2 = (1 —z)™
Conclusion : Vz € R,Vn € N,z =1 — (1 — 2)™.

S Solution 11.2.13 ..........................................................................................................

Remarquons que x x y est défini pour tous z,y de | — 1, 1], car 1 + zy > 0.
Il faut cependant vérifier que = x y est encore un élément de | — 1,1[. Or :
1 - 1—a)(1—
| gy LT y_(-o)d-y) _,
1+ zy 1+ay
1 1 1
| faxy= toytety A+2)(1+y) |,
14+ zy 142y

En en déduit 'encadrement : —1 < xxy < 1.
Il est clair que la loi x est commutative et que 0 est élément neutre.

Soient z,y, z trois éléments de | — 1, 1].
yt+z
T+
THY*xz 1+yz x+yt+z+azyz
14+ z(y*2) ytz  l+azy+aztuyz
1+yz
En utilisant la commutativité, (z xy) *x z = 2z x (y * x).

Ona:zx(yxz)=
1+

or l’expression donnant x % (y x z) est inchangée quand on permute z et z.

On en déduit que z x (y x z) = (z *xy) x z : la loi x est associative.

Enfin, il est clair que l'inverse de tout = de | — 1, 1] est —zx.

Conclusion : (] — 1, 1[, %) est un groupe abélien.

Remarque :

On peut connaitre 'application th (tangente hyperbolique), bijective de R sur | — 1, 1].
th (z) + th (y)
1+ th (z)th (y)
L’application th est donc un isomorphisme du groupe (R, +) sur le groupe (] — 1, 1], %).

On sait que pour tous réels z,y on a : th (z +y) =

= th (z) * th (y).
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S Solution 11.2.14 ..........................................................................................................

On a les égalités :

ab® = (ab)b? = (b*a)b? = b*(ab)b = b*(b*a)b = v?b%(ab) = b%(b*a) = b%a = a.
On en déduit b> = e aprés simplification par a (on est dans un groupe.)

Il en découle ab = b*a = b3(ba) = ba.

Autre méthode : 'hypotheése ab = ba s’écrit b = a~'b*a et donne

b = (cflbzla)3 =a'(W)a=atV¥)a=atea=ala=¢

S Solution 11.2.15 ..........................................................................................................

Soient x et y deux éléments quelconques de G.
Il s’agit de prouver 2" 1y = yz" L.
Par hypothese, il existe un élément z de G tel que y = 2".

On a alors les égalités :

n—1 1

e ly =a gy =g

=2 Y(22)" (en utilisant le morphisme t s t")

=z lw(zz)" 2 = (z2)" 2 = (zz)"2 !

1

= 2"x"x~" (en utilisant encore le morphisme ¢ +— t™)

— ann—l — yxn—l

Ce qui établit le résultat demandé.

S Solution 11.2.16 ..........................................................................................................

L’hypothese dit que pour tout a de G, les applications = — x *x a et © — a x x sont injectives.
Puisque G est fini ces applications sont donc bijectives.

On peut alors terminer la démonstration comme dans 4.2.5.

S Solution 11.2.17 ..........................................................................................................

Cet exercice peut étre considéré comme une question de cours.

Soit a un élément de G, distinct du neutre e (card(G) > 2).

L’ensemble (a) = {a",n € Z} des puissances entieres de a est un sous-groupe de G.

On sait que l'ordre (le cardinal) d’un sous-groupe d’un groupe fini divise 1'ordre de ce groupe.

On en déduit que l'ordre de (a) (qui est au moins égal a 2, car il contient e = a® et a = a') divise Pordre p
(premier) de G et est donc égal a p.

Ainsi (a) = G, ce qui signifie effectivement que G est cyclique (et qu’il est d’ailleurs engendré par chacun
de ses éléments différent du neutre.)

» Solution 11.2.18 ..........................................................................................................
Soient x,y deux éléments de G. On a e = (zy)? = zyzy.
On multiplie cette égalité a gauche par x puis a droite par y.

On en déduit = = 2?yxy = yxy, puis xy = yry? = yz : le groupe G est donc commutatif.

S Solution 11.2.19 ..........................................................................................................
Soient z,y deux éléments de G. On a (zy)? = 2?y? donc xyzy = TTYY.
On simplifie par x a gauche et on obtient : yry = xyy.

On simplifie par y a droite et on obtient : yz = zy : le groupe G est donc commutatif.
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S Solution 11.2.20 ..........................................................................................................
1. Cette question a déja fait I'objet de I'exercice 4.2.18.

2. Il est clair que tout x de G appartient a T : la relation R est réflexive.
Soient z,y dans G tel que y Rz c’est-a-dire y = x ou y = ax.

22 = x. Dans tous les cas, on a donc & = y ou = = ay.

Siy = ax alors ay = a
Ainsi yRzx < xRy : larelation R est symétrique.

Soient z,y, z trois éléments de G tels que z Ry et y R 2.

On adonc (x=youz=ay) et (y=z2ouy=az).

Dans tous les cas, sachant que a® = e, on trouve z = z ou = az c¢’est-a-dire z R z.

On en déduit que R est transitive. C’est donc une relation d’équivalence.

3. On sait que les différentes classes d’équivalence T forment une partition de G.
Or chacune de ces classes est de cardinal 2 : en effet a # e = x # ax.

1
11 s’ensuit que Card(G) est pair et que Card(H) = iCard(G).

4. Soient « et # deux éléments de H.
Il existe donc x,y dans G tels que a =T =a' et =7 =1/ avec 2’ = ax et y = ay.
On constate que les éléments xy, z'y, 3y’ et 2’y sont en relation par R.
En effet chacun d’eux vaut zy ou azy (conséquence de la commutativité et de a® = e.)
La définition o x 8 = Ty ne dépend donc pas du choix de x dans « et y dans .
L’application ¢ : © — T est une surjection de G sur H.
De plus elle vérifie : V (x,9) € G2, o(zy) = @(x) * ¢(y).
¢ est donc un morphisme surjectif du groupe (G, ) sur (H,x).
Il en découle que (H,*) est un groupe commutatif (résultat classique).
Plus précisément, le neutre est € = {e,a} et le symétrique de T est z—1.
Enfin on contaste que : Vo € G,T+Z = 22 = € (le neutre de H).
Le groupe H satisfait donc aux mémes hypotheses que G (tout élément est involutif).

5. Si G est réduit & son neutre {e}, alors son cardinal est 1 = 2V.
Sinon, avec les notations précédentes, Card(G) = 2Card(H).
Si H se réduit a son neutre, alors Card(G) = 2.
Sinon on construit un groupe K a partir de H comme on a construit H a partir de G.
Ce procédé peut continuer tant que le groupe obtenu est de cardinal > 2.
Puisque les cardinaux diminuent de moitié a chaque étape, le procédé est fini.

On forme donc une suite finie de groupes Gy = G, G1, Ga, ..., Gy,—1, G, avec a chaque étape Card(Gy) =
2Card(Gg41) et finalement Card(G,) = 1.

Il en découle Card(G,,) = 2™.
Le cardinal de G est donc bien une puissance de 2.

> Solution 11.2.21 ..........................................................................................................

Montrons que e est neutre dans G.

Pour cela, soit  dans G. 1l faut prouver ex = .
On sait qu'il existe 2’ tel que z2’ = e.

De méme, il existe z” tel 2’2" =

e

On peut alors écrire : ex = (ex)(2'2”) = e(xz’ )" = ex”.
=e =e

On en déduit : 2/(ex) = 2/ (ex”) puis ('e)z = (2'e)x” ou encore 2’z = 22" = e.

Il en découle z(2'z) = ze = e puis (z2')x = e c’est-a-dire ex = e.

Mathématiques en MPSI mathprepa.fr Page 13
© Jean-Michel Ferrard


http://www.mathprepa.fr

11.2 Groupes et sous-groupes CHAPITRE 11 : Structures algébriques

On voit donc que e est neutre dans G, et que 2’ est 'inverse de z car 2’z = z2’ = e.

Conclusion : G est muni d’une structure de groupe.

S Solution 1 2 A R R R

Soient x,y deux éléments quelconques de G.
Par hypothese, on a I’égalité (zy)r+! = ah+lyk+l,

Mais cette égalité s’écrit aussi x(yx)*y = z(zFy*)y.

On simplifie par x & gauche et par y a droite : (yz)* = zFy* donc (yz)* = (zy)*.
Le méme raisonnement (remplacer k par k — 1) conduit & (yz)*~! = (zy)*1.

Par passage aux inverses, on en déduit (yz)'=% = (xy)'=*.

(ya)F = (zy)*

Par produit terme a terme les égalités donnent yx = xy.

Le groupe G est donc abélien.

> Solution 11.2.23 ..........................................................................................................

Il suffit de montrer que I'inverse d’un élément x de H est encore dans H.

Puisque H est stable, la suite des puissances (z"),>0 est incluse dans H.

Mais puisque H est fini, 'application n — x™ ne peut pas étre injective.

Il existe donc deux entiers n, p, avec p > n, tels que x™ = xP.

On simplifie par 2" (dans le groupe G) et on trouve zP~" = e.

Il en découle que e est dans H et que P! (qui est lui aussi dans H) est I'inverse de .

Conclusion : H est un sous-groupe de G.

S Solution 11.2.24 ..........................................................................................................

1. Il est clair que chacune des applications fj est une bijection de (R — {0,1}) sur lui-méme.
On forme la table des f; o f;j. La plupart des résultats ci-dessous sont évidents.

ol fi fo fs fa S5 Je
flh fo fs fa fs Je
faolfo fs i fo fo fs
Is|fs f o fs fo Ja
ol fa fs fo f1 fo fs
Is|fs fo fo f3 i fo
fe|fo fa fs fo f3 S

On constate que G est stable pour la loi o.

Enfin tout élément de G a un symétrique dans G. Plus précisément, les applications fi, f1, f5 et fg sont
involutives et sont donc leur propre inverse, alors que les applications fo et f3 sont inverses I'une de
lautre.

G est donc un sous-groupe du groupe des bijections de R — {0, 1} dans lui-méme.

2. Les sous-groupes de G sont nécessairement d’ordre 1, 2, 3 ou 6.
Le seul sous-groupe d’ordre 1 est {fi}.
Le seul sous-groupe d’ordre 6 est G lui-méme.

Les sous-groupes d’ordre 2 sont {f1, f1}, {f1, f5} et {f1, fe}-
Le seul sous-groupe d’ordre 3 est {f1, fo, f3 = f2}.
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S Solution 11.2.25 ..........................................................................................................
Il est évident que si H C K ou K C H, alors H U K est un sous-groupe de G.

Réciproquement, on suppose que H U K est un sous-groupe de G.
Supposons de plus H ¢ K. Alors on doit montrer K C H.

Par hypothese il existe un élément a tel que a € H,a ¢ K.

Soit  un élément quelconque de K.

Puisque z et a sont dans le sous-groupe H U K, il en est de méme de za.
Or za € K impliquerait a = 27 (za) € K, ce qui n’est pas.

Ainsi za € H, ce qui prouve x = (za)a~' € H.

On a donc l'inclusion K C H, ce qui achéve la démonstration.

S Solution 11.2.26 ..........................................................................................................

— On suppose que HK est un sous-groupe de G. Soit  dans HK : 27! est encore dans HK.
Ainsi 3 (h, k) € (H, K) tel que x=' = hk. On a alors z = (hk)™! = k~'h~!, donc x € KH.
On a ainsi prouvé HK C KH.

De méme soit y dans K H. On écrit y = kh avec k € K et h € H.

y~' = h7 k! est dans le sous-groupe HK. Il en est donc de méme de y.
Ainsi on a l'inclusion KH C HK et finalement 1’égalité HK = KH.

— Réciproquement on suppose que HK = K H. Montrons que HK est un sous-groupe de G.
Soient @ = h1ky et b = hoky dans HK (hl € H hys € Hki e K, ky € K)
On doit prouver que b~'a appartient encore & HK. Or b~ la = k:;lh;lhlk‘l.
L’élément k' est dans K et hy'hy est dans H.
Puisque KH = HK, il existe donc hz dans H et k3 dans K tels que (ky')(hy 'h1) = haks.
On peut donc écrire b~ 'a = hskski, avec hs dans H et ksk; dans K.
Il en découle que b~ 'a est dans HK. Ainsi HK est un sous-groupe de G.

S Solution 11.2.27 ..........................................................................................................

Tout d’abord H # (). Soient a et b deux éléments de H.
Il existe 7, j dans I tels que a € H; et b € Hj;. Soit k € I tel que H; U H; C Hj,.
Puisque a et b sont dans le sous-groupe Hy, il en est de méme de b~ 'a.

Mais b~'a € Hy, = b~ 'a € H : ainsi H est un sous-groupe de G.

S Solution 11.2.28 ..........................................................................................................
card (HU K) = 2n — 1. Il existe donc a dans G\ (H U K) tel que G = HU K U {a}.

Soient = dans H et y dans K, distincts de e (donc distincts I'un de l'autre).

On ne peut avoir zy € H, car il en découlerait y = 2~ (xy) € H.

De méme zy ¢ K. On en déduit xy = a, et pour la méme raison yx = a.

Pour tout élément =’ de H, et avec le méme y de K, on a alors 'y = a.

Ainsi zy = 2’y puis © = /. H — {e} est donc un singleton (idem pour K). Donc n = 2.

Si on note H = {e,z} et K = {e,y}, on en déduit la table du groupe G = {e,a,z,y} :

*x|le a x Yy
ele a = vy
ala e y x
rlx Yy e a
yly x a e
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11.3 Structures d’anneau et de corps

S Solution 11‘3.1 ............................................................................................................

Tout d’abord C' est non vide car il contient le neutre multiplicatif de A.
Soient a et b deux éléments de C, et z un élément quelconque de A.
(ab)x = a(bzx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab)
On a
(a —b)x =ax —br = zxa — xb = x(a — b)
abe C

Cela prouve { . L’ensemble C est donc un sous-anneau de A.
a—beC

S Solution 11.3.2 ............................................................................................................

1. Soient x,y, z trois éléments quelconques de A.
11 faut prouver (zy + yz)z = z(zy + yx).
On utilise ’hypothése avec a = x + y et b = z. On a donc :

(a2—a)z =((z+y)?—z—y)z=@*+ay+yr+y’>—2—y)z
= (2" —2)z + (ay +y2)2 + (1* —y)z
=z(2? —2) + (xy + yr)z + 2(y*> — y) (en utilisant hypothese)

Par un calcul analogue : (a? — a)z = z(a® — a) = z(2% — 2) + z(2y + yx) + 2(y? — y).

Par comparaison des deux expressions de (a? — a)z, on a bien (zy + yz)z = z(zy + yx).
2. Soient x et y deux éléments de A.

En utilisant ce qui précéde, on peut écrire : (zy + yx)x = x(xy + yr) donc yz? = z2y.

On a alors : zy = 2%y — (22 — 2)y = ya? — y(2? — z) = yx.

Conclusion : L’anneau A est commutatif.

S Solution 11.3.3 ............................................................................................................

Soit b un élément quelconque de A.
On doit montrer que = = ab — ba est nul.
{a:c = a®b — aba = ab — aba
On constate que
ra = aba — ba? = aba — ba
Par addition, il en résulte ax + xa = ab — ba = .
Mais = az + za = ax = o’z + axa = ar + ara = azva = 0.
On en déduit 0 = x(awa) = (za)? et donc za = 0 (pas de nilpotent sauf 0.)
De méme 0 = (aza)r = (ax)? = ax = 0.

On trouve finalement x = ax + xa = 0 c¢’est-a-dire ab = ba.

S Solution 11.3.4 ............................................................................................................
+]0 1 x |0 1

1. On peut considérer Zy = {0,1} avec leslois 0 |0 1 et 0|0 O
111 0 01

On peut aussi considérer les anneaux produits B = Z§ ou Zs a le sens précédent.

Il y a encore 'anneau A = (P(E), A,N), ou A est la différence symétrique.
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2. Soit @ un élément de A. On a (a + a)? = a + a, donc a® + 2a + a® = a + a donc 2a = 0.
Remarque : ce résultat peut aussi s’écrire : Va € A,a = —a.

(z+y)P=z+y

(x+y)?=2?4+ayt+yr+y’=xt+ayt+yr+y

Il en découle xy + yx = 0, c’est-a-dire yr = —xy = xy : 'anneau A est commutatif.

Pour tous z,y de A, on a : {

3. Rappel : dans un anneau non réduit a {0}, les deux éléments 0 (le neutre additif) et 1 (le neutre
multiplicatif) sont distincts.
Supposons A = {0,1,a}. Alors a + 1 n’est ni égal & 0 (car sinon a = —1 = 1) ni égal a 1 (car a # 0) ni
égal a a (car 1 # 0).
On aboutit a une impossibilité : A ne peut pas étre de cardinal 3.

4. On suppose donc que A est fini et qu’il est au moins de cardinal 4.
Soient x un élément de A, non nul et distinct de 1.
Onax(r+1)=22+2 =+ =0, alors que ni x ni z + 1 ne sont nuls.
On constate donc que 'anneau A possede des diviseurs de zéro.

5. Soit A ={0,1,a,b} un anneau de Boole de cardinal 4.
On sait que 1 +a ¢ {0,1,a}. Donc a+1=0b.
De méme b+ 1 =a. On en déduit a + b =2a+ 1 = 1.
Enfin ab=a(a+1) =0 et ba =b(a+1) = 0.

+]0 1 a b x|0 1 a b
0[0 1 a b 0/{0 0 0 O
On en déduit les tables des loisde A: 1|1 0 b a e 1|0 1 a b
ala b 0 1 al0 a a O
b|b a 1 0 b0 b 0 b
On définit ¢ : Z2 — A en posant (0,0) = 0,(1,1) = 1,¢(1,0) = a,¢(0,1) = b.
On constate alors que ¢ est un isomorphisme d’anneaux.
Il n’y a donc qu’un seul anneau de Boole & quatre éléments : c’est Z3.
6. (A,+) est un groupe fini dans lequel tout élément est son propre inverse.
Il en découle que card(A) est une puissance de 2.
On pourra se reporter a la solution de I'exercice 4.2.20.
S SOlutiOn 11.3.5 ............................................................................................................
Remarque : par convention, les anneaux integres et les corps sont commutatifs.
Soit a un élément non nul de A. On doit montrer que a est inversible.
Puisque A est integre, a est simplifiable.
L’application = — az est donc injective de A dans A.
Puisque A est fini, cette application est bijective.
En particulier, il existe b dans A tel que ba = 1 : cet élément est 'inverse de a.
Conclusion : A est un corps (tous ses éléments non nuls sont inversibles).
S Solution 11.3.6 ............................................................................................................
Supposons par exemple ' = 0, avec n > 1.
Alors (1—z)(1+z+2*+- - +2" ) =1—-2"=1.
Ainsi 1 — x est inversible et son inverse est y = 1+ 2 + 22 +--- + 2" L.
> SOlutiOn 11.3.7 ............................................................................................................
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1. Tout d’abord A # ) car il contient 1 (le neutre multiplicatif de R).
Soient = a + bv/2 et y = c + dv/2 dans A, avec (a,b, c,d) € Z2.
Onaz—y=(a—c)+(b—d)2 aveca—c€Zetb—dcZ. Doncz—y € A.
De méme 2y = o + Bv/2 avec o = ac + 2bd € Z et B = ad + bc € Z. Donc xy € A.
Conclusion : A est un sous-anneau de R.

Bien stir A est integre car R 'est lui-méme...

2. Avec les notations ci-dessus :
N(xy) = a?—28%= (ac+ 2bd)* — 2(ad + bc)?
= a%c® 4 4b%d? — 2a%d? — 2b*c?
= (a® — 2b*)(c* — 2d*) = N(z)N(y)
3. Notons toujours x = a + b\/2, avec (a,b) € Z>.
On suppose que x est inversible dans A, d’inverse y. Remarquons que N (1) = 1.
L’égalité N(x)N(y) = N(zy) donne ici N(x)N(y) = 1.
Ainsi N(x) est un élément inversible de Z. Donc N(z) = +1.
Réciproquement, supposons N (z) = ¢ avec ¢ = £1. Posons y = a — by/2 € A.
On constate alors xy = (a + bv/2)(a — bv/2) = a? — 2b? = ¢.
Il en découle que z(ey) = 1. Ainsi ey est l'inverse de x dans A.

4. Une généralisation évidente de la question (2) donne, pour tout n de Z :
N(E(1+v2)") = N(1+v2)") = (N(1+v2))" = (-1)" = £1

Les éléments £(1 + 1/2)") sont donc inversibles dans A.
Plus précisément, 'inverse de 1+ v/2 est —1 + /2.
inverse de (1 + v/2)" est donc e(—1 + v/2)™.
5. Soit = a + by/2 un élément inversible de A (avec bien siir (a,b) € Z?).

(a) On doit montrer que z est de la forme +(1 4 v/2)", avec n € Z.
Puisque le résultat est demandé au signe pres, on peut toujours supposer b > 0.
Ensuite, on sait que I'inverse de z = a + bv/2 est y = —a + by/2.
Comme ’ensemble des résultats attendus est invariant par passage a l'inverse (n est entier relatif)
on peut partir indifféremment de x ou de y.

Dans la pratique, cela revient a dire qu’on peut choisir a > 0.
Remarquons cependant que 1’égalité a? — 2b% = +1 est incompatible avec a = 0.
On peut donc partir de z = a + b\/2, avec a € N*, b € N, et a? — 20* = +1.

(b) On va montrer que z est de la forme (1 + /2)", avec n € N*,
Remarquons que si b = 0 alors nécessairement a® = 1 et a = 1.
Dans ce cas = 1 = (1 +/2)° est de la forme voulue.

On suppose donc b > 1.
T a1 =—a-+2b
Soit 11 = ———= = (a+b0v/2)(vV2 —1) = a1 + b1V2, ou
s = @+ (VI ) o
a? =b*+ (p*£1) > v?

Remarquons que a? = 2b> £ 1 =
a? = 2% £ 1 < 4b?

On en déduit les inégalités : 0 < b < a < 2b.

Il en découle : a3 =2b—a €]0,a] et by =a—b € [0,0].

Si by = 0, alors a; = 1 (conséquence toujours de a? — 2b? = +1) donc z1 = 1.
Dans ce cas x = 1 + /2 est bien de la forme attendue.
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Sinon on peut construire o =

T
1++2

On forme ainsi une suite zg = , 1, T2, . . ., T = ar + bp\/2, avec les conditions :

Ap4+1 = 2b;, — a. E]O, ak] et bk+1 =ar— by € [0, bk[

Passer de xp, & 41 =

Ty
14++v2

comme on a construit x; a partir de .

est possible (avec les conditions ci-dessus) si zj # 1.

Ces conditions (notamment la décroissance stricte des by) montrent que la suite des xj est finie.

Ainsi il existe un premier entier n tel que z, = 1.
x

Par construction, on a alors 1 = z,, = ——=—, c’est-a-dire x = (1 + ﬁ)”

(1+v2)"

Conclusion : Les éléments inversibles de A sont les £(1 4 v/2)", avec n € Z.
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